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L'Auteur  et  les  Éditeurs  de  cet  Ouvrage  se  réservent  le  droit  de  le  traduire 
ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu  des 
Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux  .toutes  contrefaçons,  soit  du  texte, 
soit  des  gravures,  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  de  1890, 
et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les 
divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous,  la  griffe  des  Éditeurs,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  néces- 
saires seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabricants 
et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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Le  but  de  cet  Ouvrage  est  de  familiariser  avec  les  mé- 
thodes du  Calcul  infinitésimal  les  personnes  qui  étudient 
cette  branche  de  l'Analyse,  et  de  leur  faire  nettemenl  sai- 
sir, par  des  applications  variées,  le  sens  et  la  portée  des 
théories  générales.  A  quelques  exceptions  près,  les  ques- 
tions proposées  ne  dépassent  pas  le  programme  de  la  li- 
cence es  Sciences  mathématiques. 

La  première  édition  a  paru  en  i856;  elle  contenait  deux 
cent  vingt  pages. 

Depuis  cette  époque  lointaine,  le  cadre  officiel  s'étant 
plusieurs  fois  élargi,  de  nouveaux  exercices  ont  dû  pro- 
gressivement s'introduire  dans  ce  Recueil,  dont  quatre 
éditions  successives  ont  augmenté  beaucoup  le  volume 
et  notablement  modifié  la  substance  même.  A  chacun  de 
ces  remaniements  plus  ou  moins  profonds,  l'Auteur  s'est 
constamment  préoccupé  d'accroître,  par  tous  les  moyens 
dont  il  disposait,  l'utilité  et  l'intérêt  de  son  Œluvre,  et 
de  la  rendre  ainsi  moins  indigne  des  jugements  favorables 
dont  elle  a  été  l'objet. 

Conformément  aux  plus  récentes  modifications  des  pro- 
grammes, l'édition  actuelle  fait  une  grande  place  aux  ques- 
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lions  qui  regardent  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire  et  celle  des  fonctions  elliptiques.  L'Auteur 
a^ait  espéré  tout  d'abord  traiter  lui-même  cet  important 
sujet,  mais  les  circonstances  ne  lui  ont  pas  perriiis  de 
réaliser  son  désir.  Du  reste,  le  lecteur  n'aura  pas  à  s'en 
plaindre.  A  la  prière  de  notre  éminent  Editeur,  et  avec 
une  bonne  grâce  dont  nous  ne  saurions  trop  nous  montrer 
reconnaissant,  M.  Laurent,  Examinateur  d'admission  à 
l'École  Polytechnique,  nous  a  fait  l'honneur  d'enrichir 
cette  édition  d'un  Appendice  étendu  renfermant  de  nom- 
breux Exercices  du  choix  le  plus  heureux  et  singulière- 
ment propres  à  élucider  les  théories  délicates  auxquelles 
ils  se  rattachent. 

M.  Gourcelles,  Professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Ljcée  Saint-Louis,  a  eu  la  bonté  de  nous  prêter,  pour 
la  revision  des  épreuves,  un  très  obligeant  et  précieux 
concours;  nous  le  prions  d'en  vouloir  bien  agréer  ici 
tous  nos  remerciements. 

F.  F. 
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PRÉLIMINAIRES. 


1. ^ — 5 7 r =    (         )•     (EULER.) 

I.2.3...(/? — l)p  \p/  ' 

II.     y/—  I  =  l.  (ËULER,  GaUSS.) 

III.  Logo:  désigne  le  logarithme  népérien  de  x, 

IV.  L'expression 


n  =  a 


dans  laquelle  a  et  6  sont  des  nombres  entiers,  représente 
la  sonrîme  des  valeurs  que  prend  F(/i)  quand  on  y  remplace 
Il  successivement  par  chacun  des  termes  de  la  suite 

a,     an-i,     a-r-2,...,     b  —  i,     b, 
La  même  somme  s'écrit  plus  simplement 


2F(ai)     ou     ^V{n), 


De  même,  au  lieu  de  la  somme 

F(ai)  +  F(«»)-+-  ...-4-F(a„), 
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on  écrit 

h=n 


^^{a„) 


ou  simplement 


/i=i 


2^(^>- 


quand  on  le  peut  sans  nuire  à  la  clarté. 

V.  Les  coordonnées  d'un  point  rapporté  à  des  axes  rec- 
tilignes  sont  ordinairement  désignées  par  x^y,z'y  les  coor- 
données courantes  le  sont  quelquefois  parX,  Y,  Z.  A  moins 
de  mention  expresse  du  contraire,  on  suppose  les  axes  per- 
pendiculaires entre  eux. 

r  et  6  représentent  les  coordonnées  polaires  d'un  point 
dans  un  plan. 

On  désigne  habituellement  par  O  l'origine  des  coor- 
données. 

VI.  Soient  A:r  et  A^  les  accroissements  correspondants 
de  la  variable  x  et  de  la  fonction  yz=f(^x);  la  limite  du 

rapport  -~  quand  A^  tend  vers  zéro,  limite  qu'on  nomme 

indifféremment  la  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel 
dejKj  est  exprimée  par  l'une  quelconque  des  formes 

-f-         (notation  de  Leibnitz), 

f'{x)     (notation  de  Lagrange), 
T>xy      (notation  de  Gauchy). 
On  emploie  aussi  les  formes  plus  simples 

y,  /x,  /,   Dr 

quand  il  n'en  résulte  aucune  ambiguïté. 
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Le  produit  par  dx  de  la  dérivée  d'une  fonction  y  de  a: 
est  la  différentielle  de  cette  fonction  et  se  désigne  par 
dy. 

La  recherche  de  la  différentielle  ou  la  différentiation 
d'une  fonction  est  donc  un  problème  identique  à  la  re- 
cherche de  la  dérivée. 

La  dérivée  de  V ordre  n  peut  s'écrire 


OU  encore 


Soit 


y^''\   fx\    f"\    ^\r 


x^y^  z  étant  des  variables  indépendantes;  si  l'on  prend 
la  dérivée  de  cette  fonction  n  fois  par  rapport  à  x^  la  dé- 
rivée du  résultat  p  fois  par  rapport  ky^  puis  celle  du  nou- 
veau résultat  q  fois  par  rapport  à  z,  la  quantité  à  laquelle 

on  parvient  ainsi  estune  rf^/vVe<?/?ar^«e//e  rf' orrfre /i -i-/>-l-(7 
de  la  fonction  u  et  se  présente  par  l'une  quelconque  des 
expressions 

^    y    -    '     dx'^dyydzH       dx'^ôyPdy'i 

La  dernière,  maintenant  la  plus  généralement  usitée, 
est  due  à  Jacobi,  qui  réserve  la  forme  ordinaire  de 
la  lettre  d  pour  les  dérivées  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 

Ces  notations  s'étendent  sans  difficulté  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

VII.  Soit  (p(;r)  la  dérivée  d'une  fonction /(.r);  l'expres- 
sion 


/  <^{x)dx ^ 
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qu'on  nomme  V intégrale  de  (f(x)dx^  indique  une  fonc- 
tion dont  la  dérivée  est  ç(^);  et  le  tj^pe  le  plus  général 
d'une  pareille  fonction  est  représenté  par 


/(:r)+G,     J^{x)dx-v-C, 


en  désignant  par  C  une  quantité  quelconque  indépendante 
de  X, 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


Pa^et. 

Atertissememt ▼ 

Notations  et  définitions  peéliminaires vu 


PREMIÈRE  PARTIE. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

QUESTIONS. 

S  I.          —  introduction i 

g  II.         —  Différentiation  des  fonctions  explicites  d'une  seule  variable.  8 

J  Iir.       —  Dérivées  d'ordre  quelconque ii 

§  lY.        —  Différentiation  des  fonctions  explicites  de  plusieurs  va- 
riables   1 4 

§  V.          —  Différentiation  des  fonctions  implicites i6 

§  VI.        —  Développement  des  fonctions  en  séries ig 

§  Vil.      —  Changement  de  variables 2a 

§  VIII.     —  Élimination  des  constantes  et  des  fonctions 25 

J  IX.        —  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sous  des 

formes  indéterminées 36 

J  X.         —  Maxima  et  minima 28 

g  XI.        —  Tangentes  aux  courbes  planes Sa 

§  XII.      —  Points  singuliers.  —  Construction  de  courbes 35 

§  XIII.    —  Rayons  de  courbure  et  développées  des  courbes  planes..  36 

g  XIV.     —  Géométrie  à  trois  dimensions 37 

§  XV.      —  Enveloppes  des  lignes  et  des  surfaces , 44 

SOLUTIONS. 

51.           —  Introduction 4? 

§  II.         —  Différentiation  des  fonctions  explicites  d'une  seule  va- 
riable     71 

$  III.       —  Dérivées  d'ordre  quelconque 74 


XII  TABLE    DES    MATIERES. 

Pages. 
§  IV.       —  Différentiation  des  fonctions  explicites  de  plusieurs  va- 
riables   93 

§  V.         —  Difierentiation  des  fonctions  implicites 98 

§  VJ,       —  Développement  des  fonctions  en  séries loa 

§  Vil.      —  Changement  de  variables 1 15 

§  VIII.     —  Élimination  des  constantes  et  des  fonctions 119 

§  IX.       —  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent  sous  des 

formes  indéterminées 126 

§  X.        —  Maxima  et  minima ia8 

§  XI.       —  Tangentes  aux  courbes  planes i49 

§  XII.     —  Points  singuliers.  —  Construction  de  courbes 169 

§  XIII.    —  Rayons  de  courbure  et  développées  des  courbes  planes. . .  178 

§  XIV.    —  Géométrie  à  trois  dimensions 191 

§  XY.     —  Enveloppes  des  lignes  et  des  surfaces 233 


DEUXIÈME  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 

QUESTIONS. 

§  I.  —  Intégration  par  substitution aSi 

§  II.        —  Intégration  par  parties 253 

§  III.       —  Intégration  par  les  fractions  rationnelles a54 

§  IV.       —  Expressions  qu'on  intègre  en  les  rendant  rationnelles. . .  265 

§  V.        —  Intégration  par  réductions  successives 267 

S  VI.       —  Intégrales  déûnies a58 

§  VU.      —  Intégration  des  fonctions  de  plusieurs  variables a6i 

§  VIII.     —  Quadrature  des  courbes  planes a6a 

§  IX.       —  Rectification  des  courbes a6a 

§  X.        —  Cubature 263 

§  XI.       —  Quadrature  des  surfaces  courbes a64 

§  XII.      —  Changement  de  variables  sous  le  signe  d'intégration 365 

§  XIII.    —  Équations  linéaires  à  coefficients  constants a66 

§  XIV.    —  Équations  linéaires  à  coefficients  variables 367 

§  XV.      —  Équations  différentielles  non  linéaires a68 

§  XVI.    —  Solutions  singulières  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre 370 


TABLE   DES    MATIEBES.  XIII 

§  XVII.  —  Équations  différentielles  simultanées 271 

S  XVIIl. —  Équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier 

ordre 272 

§  XIX.    —  Équations  non  linéaires  aux  dérÎTées  partielles  du  premier 

ordre,  à  deux  yariables  indépendantes 273 

§  XX.      —  Calcul  des  variations 274 

SOLUTIONS. 

Formules  fondamentales 277 

§  I.          —  Intégration  par  substitution 278 

§  II.         —  Intégration  par  parties 284 

§  III.        —  Intégration  par  les  fractions  rationnelles 284 

§  IV.       —  Expressions  qu'on  intègre  en  les  rendant  rationnelles...  287 

S  V.         —  Intégration  par  réductions  successives agS 

§  VI.        —  Intégrales  définies 297 

§  VII.      —  Intégration  des  fonctions  de  plusieurs  variables 3i3 

§  VIII.     —  Quadrature  des  courbes  planes 3i5 

§  IX.       —  Rectification  des  courbes 323 

SX.        —  Cubature 328 

§  XI.       —  Quadrature  des  surfaces  courbes 334 

§  XII.      —  Changement  de  variables  sous  le  signe  d'intégration 339 

§  XIII.     —  Équations  linéaires  à  coefficients  constants 34o 

$  XIV.     —  Équations  linéaires  à  coefficients  variables 34a 

§  XV.       —  Équations  différentielles  non  linéaires 348 

§  XVI.     —  Solutions  singulières  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre 36o 

§  XVII.   —  Équations  différentielles  simultanées 362 

§  XVIII.  —  Équations  linéaires  aux   dérivées  partielles  du  premier 

ordre 368 

§  XIX.    —  Équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre,  à  deux  variables  indépendantes 379 

S  XX.     —  Calcul  des  variations 38o 


TROISIÈME  PARTIE. 


QUESTIONS  DIVERSES. 

QOEITIOKS 396 

SOLOTIONS 408 


XIV  TABLE    DES    MATIERES. 


APPENDICE. 


Pages. 
Questions 455 

SOLUTIONî-  .    .  : 463 


Table  analytique 533 


RECUEIL  D'EXERCICES 


t>un  LS 


CALCUL  INFINITÉSIMAL 


PREMIÈRE  PARTIE. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


QUESTIONS. 


S  1.  —  Imtroductiom.  —  Séries,  produits  de  facteurs 

en  nombre  infini. 

1.  Trouver  les  sommes  des  séries  convergentes 


(0 

^    '               1.2 

I 

.j  5  •  •  •  5 

I 

«(/IH-I) 

/o^ 

I 
2.4 

I 

<^^          1.3' 

n{n-{-7.y 

n^            ' 

I 

I 

^^\      nm-.i) 

2(/W  +  2)' 

n[m  H-  n) 

Le  nombre  m  est 

supposé  entier  et  positif. 

2.  Prouver  la  divergence  de  la 

série  dont  le  terme  gêné 

rai  est 

I 

a  -\-  nb 

FaE.NET.  —  RecueiL 

I 

?  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

3.  Démontrer  la  relation 

pz=n 

2^^= jr=4 ' 

p=j 
Cas  où  n  croît  indéfiniment. 

4.  Démontrer  la  relation 

S 

n=:o 


(j?-4-/î)(./:-f-72-f-l)(arH-/2-h2)(a:H-w-|-3)      •  3j:(a:-f- l)(x-r2) 


5.  Démontrer  la  relation 

(l  -f-  x)"^  =  ï  —  fA.r  -4-  .  .  . 

1.2..../? 

On  suppose  ti  entier  positif  et  a:  <[  i  • 

6.  Etant  donnée  la  série  convergente 


s  •  •  •  n 


a -h  hi        (a -h  hi)  (a -{- hi) 

a:(x  -h  ht)  (x  -^  ki) .  .  .{jc  -\~  h„) 
(a  -f-  A, )(a  -f-  ^2). . .(«  -+-  ^«-Kt) 

on  demande  : 

I  °  La  somme  de  cette  série,  sachant  qu'elle  est  indépen- 
dante des  quantités  positives  non  décroissantes  A| ,  A, , .  ,  .  , 

h 

"n  î  •  •  •  5 

2®  Le  procédé  au  moyen  duquel  cette  série  a  été  formée. 
On  suppose  x<^a. 

7.  Condition  de  convergence  de  la  série 

a  a(a  +  l)  a(a  +  i).  .  .(g  +  a  —  i) 


QUESTIONS.  3 

Examiner  le  cas  où  a:  =  i ,  et  trouver  la  somme  de  la  série 
particulière  obtenue. 

8.  Reconnaître  la  convergence   ou  la  divergence   des 


f  * 


séries 

(i)         sin*(-U        sin*( )î-«-9        sin*  ( )?•••» 

'   ''  \aj  \a-hij  \a-hnj 

On  suppose  a  ^  o,  a:  ^  o,  -  ]>  -  ^  o. 

9.   Déterminer  la   convergence   ou   la   divergence    dei» 
séries 

(  I  )       loff  séc  -  ?     \oa  séc ?  •  •  •  ?     log  sec ?  •  •  •  > 

^   '  ^        a  ^û-4-i  ^aH-/i 

log  y  I  -h  tang- j  ,      log  ^i  4-  lang  — ^ ]  >  •  *  •  > 

loiî  (  I  -\-  tang 1 5  •  •  •  • 

^  a  -\-  n 


On  suppose  -  <^  - . 

10.  Calculer  les  sommes 

/)  =  n  pz=:n 

\  sin(rt5  H-/?a),       \  cos(a -f-/?a). 

11.  Soit  une  série  à  termes  positifs 

(A)  H(»),     HCO,,..,     HC«),..., 

dans  laquelle  chaque  terme  se  développe  en  une  série  con- 

i. 
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vcrgente  à  termes  positifs,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

H(«)  =  «0     -+-  «1     -H  «2     -4- .  .  .  +  tt„     -4-  .  .  .  , 


n(«)--  4"^+  '4'"^+  4"  V ...-+-  «L' 


m) 


Si  l'on  forme  les  nouvelles  séries 


M 
(«.) 

(«n) 


«0,      «o*\ 


w 


(«1 

0     > 


u 


I  9 


"i". 


(«) 
«1      » 


(m) 

Wq        9  •    •   • 

(w) 

«1     , .  ,  . 


2/ 


«» 


U 


(1) 


£/ 


(î) 


n    >        *♦/!    >  •  •  •  ) 


2< 


(m) 

n     y 


elles  sont  aussi  convergentes,  et  leurs  sommes  respectives 
Vo,  Vi, . . . ,  V„, . . .  forment  une  série  convergente  ayant  la 
même  somme  que  la  série  (A). 

Le  théorème  subsiste  pour  des  séries  à  termes  quelcon- 
ques, pourvu  qu'elles  ne  cessent  pas  d'être  convergentes 
quand  on  y  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue. 


12.  Développer 


X  = 


I  —  2a:cosa  4-  JC^ 


(i-+-^^)-M  I 


2X 


I  -+-  X^ 


ces  a 


en  série  convergente  de  la  forme 

I  ~\~  A.\3C  — j—  ...  — r* Ajn — 1  .T  —\-  Aj/i»^?      "T"  •  •  •  • 

On  suppose  x  <^\, 

13.    Trouver  la  limite    vers   laquelle   tend   le  produit 


a  a 

P„  =  cosa  cos  -  cos  — 

2  7} 


a 


n 


COS  — 9   quand  n   croit  indéfini- 


ment. 


QUESTIONS.  5 

14.  Si  les  fractions  positives  décroissantes 

forment  une  série  convergente,  on  peut  prendre  le  nombre  m 
assez  grand  pour  que  les  produits 

difierent  de  l'unité  aussi  peu  qu'on  voudra,  quelque  grand 
que  soityc?. 

15.  Si  les  fractions  positives  décroissantes 

U^y  Ul    y  U]  9    •     •     •     9  W/l  J    •     •    • 

forment  une  série  convergente,  les  produits 

A«  =  (l  —  Wo)(l  —  ^i).  .  .(l  —  "n), 
B„=:  {l-{-Uo){l-h  W,).  .  .(l   -!-«„) 

tendent  vers  des  limites  finies  quand  ii  croit  indéfiniment. 

16.  Si  les  fractions  positives  indéfiniment  décroissantes 

forment  une  série  divergente,  le  produit 

tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment,  et  le  produit 

B„  =  (l  -f-  tto)  (l  -f-  «i).  .  .(l  -h  Un) 

croit  sans  limite  dans  le  même  cas. 

17.  Démontrer  que  la  série 

(i     I i ^^ ''—..,-h[—i)P— — ^ ■— ... 

I  1.2  1.2. ..y? 

a  pour  limite  zéro,  quand  m  est  positif,  et  qu'elle  croit  iu- 
définiment  quand  m  est  négatif. 
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18.  Transformer  la  série  convergente 

I  -f-  W|  -h  Wj  H-  .  .  .  -4-  ««  -f-  .  .  . 

en  un  produît  de  facteurs  dont  le  nombre  est  infini. 

Réciproquement,  transformer  en  série  le  produit  conver- 
gent 

(i-f-i',)(i-hf,). .  .(i  -t-f,) 

(Sterw.) 

19.  Déterminer  les  coeflScients  Aj,  Aj, . . . ,  A„,  qui  ren- 
dent identiques  les  deux  développements 

P„  =  (i  -harz)  (i  -hx^z).  .  .(i-f-x»z), 
S„=:  i  H- A,2  -f-AjZ^  -f-.  .  .-hÂaZ"; 

puis  former  la  série  convergente  qui  représente  la  limite 
de  P„  quand  on  fait  croître  n  indéfiniment. 
On  suppose  x  et  z  moindres  que  l'unité. 

20.  Démontrer  les  identités 


(A) 


sin'a7\     /          sin'a:  \ 
sinmr  —  msinx  l   i  — \  l  ^ 

sin^ —  /  \  s\n^2 — 

m/     \  m, 

X  /   I 


.   .m  —  i  ir 

sin* 

2      m. 


langer  \   /  tang*.r 


^    '    '  /  tanL''.r 


tang^^M         tang'2^ 


,m  —  1   TT 
lang^ 


2       m 


où  m  représente  un  nombre  positif  impair. 


QUESTIONS. 

2i.  Des  relations  du  n®  20  déduire  celles-ci  : 


( — i)"sin3<;  ( — 


'K'-5)(-^')-['-^^]' 


z  (        z^\  /         z*\ 
(  —  i)»sm-5>  (  — i)«5Cos'«  —  (  I Il ) 

X      i~ 


tm-]' 


dans  lesquelles  Tare  x  est  compris  entre  /itt  et  (n  -f-  i)7r,  et 
le  nombre  entier  n  est  plus  petit  que  le  nombre  impair  m. 
On  s'appuiera  sur  les  inégalités 

,  sin(a  -^  à)       sina       tang(a  -+-  ^)        tanga 

^^^        — :r:z~A~  ^  ""^t"'    — ^  ^  a —  ^    ^    ^ 

a  -^  n  a  a  -\-  n  a 

qui  supposent  a  et  a  +  A  moindres  que  -9  et  A  essentielle- 
ment  positif. 

22.  Démontrer  les  relations 

d».=,(,-5)(,-j^)(,-^)..., 

(EULER.) 

23.  Vérifier,  au  moyen  de  la  formule  de  Moivre,  les  rela- 
tions suivantes  : 


sin ( x  '^-  nh)=:  sina:  -h  (      j  ces  (x-\ —  \  (  2  sin -  j 

-  (a) 


cos  I  ar  +  3  -  1  I  2  sin  —  j 

.    h\* 
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cos(x  -r-  nh)  ^;  coso;  —  |      j  sin  f  x  -{-  -  ]  f  2  sin  -  j 


-(^)cos(. 


//\  /      .    h'' 

r  H-  2  --  1  (2  sin  - 


H-  3  -  I  I  2  sin  - 


n 


cos  (j:-4-4-)  (asin-J 


On  suppose  n  entîer  posîtîf. 
24*  Calculer  les  sommes 

y  xP  cos{a  ~\   pu)^       \  a:P  sin  [a -h p a). 


p=o 


=0 


et  en  déterminer  les  limites  quand  on  suppose  que  n  croit 
indéfiniment. 

§  II.  —  Différentiation  des  fonctions  explicites 

d'une  seule  variable. 

25.    ^=  (i  -1-  1.x  —  4^')  (i  —  ^-^  ~i~  4-^*  ""  4-^')» 

I  H-  3.7*  —  3.r^ 


26.    r 


27.    r  = 


Z.T^  —  9.^"  -i-  9^  —  3 


.r 


28.  y  =  (gû»  —  6abx  -f.  56» .r')  (a  -4-  bx)\ 

29.  jr==(5^>»j:*4-  3oa6».r»-H4oa'6a:-f-i6û')(a-|-  èa:)    '. 

30.  j^=z(a:  —  iy(x  —  i)'\x  —  3)'~' 


9    % 


I  I 


^**  ^- — ï^-ny — 


QUESTIONS. 

32.  y  -  -  lo^'  \--\-x-A-[a'^bx-\-  x»)*" 

JL  i 

33.  y  -z.  log  ' ^-^ ^ ^-^ . 


9 


3^. 

y  —  log  (log.r)  __-  l0{Ja(a:;. 

3S. 

r—  log„(.r). 

t^t% 

,      q6           288 

20                I2b            12 

36.    y--= 


37. 

38. 
39. 

W. 

41. 


(4  — 5x)» 
I       125      65 

.r  12  3 


125 

35 


log{4-  5^-). 


j?' 


5x» 


(i-i-^j* 


51og 


J7 


^rcftinx 

arc  tang 


(i-x^) 


r 


rt  cos.r 


arc  CCS 


r- 


log  tang  (^  -f-  ^) . 


a  ~h  b  cosa; 


'     42.       r:.:. 


—  sm'jc  cos*x =  cos'x  —  3cosx 

5  ï5 


—  cot,r  coiccr 
2 


7 
2 


43.  X 

44.  r: 

45.  r 

46.  r  = 


arc  tang 


log  ^teng  n . 

/«  —  6\  '  a;! 


log  l 


l-(j 


«'ri- 


.77 

I-  arc  séc  —  • 


4xsin.r  —  cos.r       ^.xsin.T  —  2  cosx        8 
20  cos*x  1 5  cos^r  1 5 

X  (^  tangx  -+  log  cosj:;. 
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W.      7=:l0gLl--\I  — ^"•*^/    J- 

4.8.    X  =  — I  arc  tang —, r 

7.p\m       nj  /w  H- « -h  (/w  —  «jcosx 

I    /i         i\  2<7sin^ 

-\ 1 ! —  )  arc  tang 


i(l\m       nj  m  —  n -r- ^m -r- n)cosx 

On  suppose  les  relations  suivantes  : 

/w'=  a  -4-  6  -h  c,     n}=i  a  —  b  -{-  c^ 

p^z=  j  [m  —  nY — 2C,     q^=zy{m-hny — 2C. 

49-  Les  fonctions  Xi,  Xf^ . .  .^  x„  étant  défîmes  par  les 
équations  suivantes 


trouver  la  dérivée  de  la  fonction  vers  laquelle  tend  Xn  quand 
n  augmente  indéfîniment. 

50.  Etant  donnée  la  relation 

sinj?  H-  sin  (j:  -h  ^)  -{-  sin  (a:  -4-  2.k)  -h .  . .  -ï-  sin  [x  -h  nh) 

.     /  nh\    .     /i  -^  I  , 

^_ _ , 

\  sm  - 

1  2 

en  déduire  l'expression  de  la  somme 

(2)  cosx  -f-  cos  [x  -\-  h)  4-  cos  [x  -f-  2A)  -f- .  .  .  -T-  ces  [x  -f-  nh). 

(n«10.) 

51.  Démontrer  les  relations 

(«  4- 1  )  sin  wj:  —  nsm[n-\-i)x 


svax  H-  2sm2:i:  -h  . ..  -{-nsiiinx:=^ 

cosa?-l-2  C0S2ar -+-. .    -\- ncosnx 

[n  -f- 1)  cosw^  —  «cos(«  -f-  i)^ —  I 

4  sin'  - 
2 


4  sm*  - 


QU£ST101IS«  1 1 

52.  Étant  donnée  la  relation 

/         ir\    .    /             7r\          ./'.'»  —  '    \       s\nn.T 
s.nxsinlx  -i- -  j  sin  la: -4-  2- j  . . .  sinl  x --J — ttJ  =  —^-9 

en  déduire 

coséc'ar-hcoséc'  (  a:  -V-  -  )  H 1-  coséc'  f  x-\ tt  j  =:/i»coséc'/i  j:. 

53.  Démontrer  les  relations 


1 

|i  =  n 

2 


I  o:         I  a: 

—  tanff  —  r=  ■—  cet icotix, 

!xv-      °  a>*       2"        2" 


I  X  2'"^-'  —  I  ,         ,  ï  .  -^ 

—  tang'  —  =  -7: h  4cot'2j: cot  —• 


^2^— -O    2**  3.2 

Cas  où  n  croit  indéfiniment. 

§  III.  —  Déiwées  d'ordre  quelconque. 

55-  j>^  =  cosaa:.      a=:sm«.r."'      ** 

56.  ^  =  ces*  or. 

57.  y  =  cos/'x,  entier  positif. 

58.  7  =  log.r. 

59.  j  = 

I  —  a: 

60.  7  =  c'<^«'»^cos(a7sinô).     s  =:  e*'^*'*' sin(^sinO). 

61.  x  =  ^^  CCS  (^x  +  c). 

p 

62.  j=:a:(^i -f-^j:)'. 

63.  x=2joP[i  —  x)P. 

64.  7=a:flogar. 

•^         [0  -{-  xp 
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66.    y  z=^  ef^*  iioshx.xf. 


_  I 


70.    r  = 


X 


a  -f-  bx 


71.  r  =  H'        ;,, 

72.  ^=arrsin.r, 

X 

73.  r  =  arc  tanc  -  • 

^,  X  sina 

7*.    ^  =  arc  tang 


I  —  .r  cosa 


75.  r  = >  /w  entier  positif. 

x^  —  a'"  '^ 

xP 

76.  Y  = ^  m  et  p  entiers  positifs,  p<Zm» 

af*  —  «'»         .^  '^  -f-^ 

77.  r  :=  e"\ 

.    78.  Déduire  du  numéro  précédent  les  dérivées  d'ordre 
quelconque  de  cos(a:*)  et  de  sin(j:*). 

79.    x  = 


e'-h  I 


80.  Démontrer  que  deux  fonctions  u  et  i^  d'une  même 
variable  sont  liées  par  la  relation 

{  i'D"tt  =  D^(«f')  — f'^jD''-'(«Df»)H-r  JD»--»(wDH-)  -+-  ... 

I  H-(~i)/'('^  jD''-/'(tfD''(')-f-...  +  (— i)«wD"r. 

81.  Prouver  que  la  dérivée  de  Tordre  n  de  la  fonction 


QUESTIONS.  l3 

e'"o{x)  peut  être  mise  sous  la  forme  symbolique 

éf"'(a-}-D)''y(.r). 

82.  En  supposant  x  =  e',  démontrer  qu'on  a  symbo- 
liquement 

(D,  -  71  )  (x"D;7)  --.-.  x«^«  D^-^v. 

et  conclure  de  là  la  relation 

83.  Vérifier  l'exactitude  de  la  relation 

D;/(x^)  =r=  (2x)»/(")  (o:»)  -!-/2(rt  —  i)  (2.r)"  "Vï— 0(:r»)  -i-  .  .  . 

/z(/î  —  l)...(/î  —  2/--f-l)  ,        ,         .   -,       .,  ,       , 
1 .  2  •  •  ■  A* 

La  formule  s'arrête  dès  qu'on  arrive  à  un  coeflScient  nul. 

84.  Déduire  de  la  relation  précédente  l'équation 


-i(,_.ray— ï.                           1.3.5.  .  .(271  — l)    . 
'- —    —  i)"-» ^ i  sinwa, 


ou 

or  =  cosa. 

(O.    RODRIGUES.) 

85,  Calculer  les  dérivées  successives  Je 

j^  r=  (arcsinx)» 

pour  la  valeur  particulière  x  =  o. 

86.  Calculer  ies  dérivées  successives  des  fonctions 

^  =  cospi(arcsinx),     ^  =  sin^(arc  sina:) 

pour  la  valeur  particulière  x  =  o. 

On  suppbse  que  arcsinx  représente  le  plus  petit  des 
arcs  ayant  x  pour  sinus. 
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87-  Etant  donnée  la  relation 

arcsiny  «rc  tlny 

e~^        —  e  V-        —  2.r, 

calculer  les  dérivées  successive*  de  la  fonction  y  pour  la 
valeur  particulière  x  =  o. 

On  suppose  que  x  et  j^  s'annulent  en  même  temps. 

§  IV.  —  Différentiation  des  fonctions  explicites 

de  plusieurs  variables. 

88.  «  =  27^:*— 54^»^H-36^r^— 8^. 

89.  u  =  arc  sm  -^ —  • 


90.     li  —  log 


-2  \  2" 


7..T  -\-  y  —  .nn^y 


91.  «1  :r=  arc  tang 

I  —  ijr.y'  —  X* 

92.  «  zr:  arc  cos  — ^ 

(i  -h  3r}-\- y'^-\-  x*y^Y 

93.  u  zrr  log  tang  -  • 

^,  ^y  —  b^ 


95.    "  — 


cz  —  ux 
e*  y 


u  :=  sinarcosj^  sinz  -f-  cos-csin^-  siaz 
-f-  cos  X  cosj^  cos  3  —  sin  jr  sinj'  cosz 

97.     u  z=z  zt'. 


96. 


98.  Appliquer  le  théorème  des  fonctions  homogènes  à 


QUESTIONS. 


l5 


la  fonction 


tt  =  ( jr  -+-  ^  -+-  z)»—  i^x -\- y  —  zY  —  {.T  ^  X  -^  *)* —  ix-^Z  —  x)'. 


99.   Soient 


u—f[r^y,  Zs  t) 


une  fonction  quelconque  des  quantités  x^  y^  5,  f,  cl 
U  =  F  (X,  Y,  Z,  T)  ce  que  devient  cette  fonction  quand 
on  y  remplace  x^y^  z^  t  par  des  expressions  linéaires  homo- 
gènes en  X,  Y,  Z,  T.  Démontrer  qu'on  a 

Xi,  }  1,  ^1,  ^1  étant  les  valeurs  de  x,  y^  z^  t  correspondant 
aux  valeurs  X,,  Yi,  Z^,  Ti  des  variables  X,  Y,  Z,  T. 

100.    Soit  u  une  fonction   homogène  du   degré  m  des 

variables  Xi,  j:,,  x^  ;  si  Ton  désigne  généralement  -- —  par  i/. 


et 


d^u 


d.r^d.rp 


-  par  i/a^^  on  a  la  relation 


{') 


W,,        U^t       «15 
If  21         «22         «23 
I      "31         «37        «33 


[m  —  i 


\7 


x: 


mu 

M, 

«« 

m  —  I 

«1 

«Il 

«U 

«2 

«31 

«M 

101 .  Étant  donnée  la  fonction 


u  !=r  ^', 


trouver 


d*u 


Ô.rÔxdz 

102.   Étant  donnée  la  fonction 

u  =  arc  tang 


.ry 


d^'u        d*u 
trouver    .     .m  -.  , .  ,  et    ,  .  ,  , 


(i  +  x*-hy*y 
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103.  Étant  donnée  la  fonction 

il  1  1  i 

1 

démontrer  qu'on  a 

xi  au       ,  ^^ du      ,  ,1- Ou 

(2)  ; 


d'tt 


104.  Si  a  et  S  représentent  des  fonctions  de  x  etj^,  réci- 
proquement X  el  y  peuvent  être  considérées  comme  des 
fonctions  de  a  et  6.  Démontrer  qu'entre  les  dérivées  par- 
tielles de  a  et  de  S  par  rapport  à  a:  et  à  j  et  celles  de  x  et 
dej^  par  rapport  à  a  et  à  6  il  existe  la  relation 

La  considération  des  déterminants  conduit  à  un  résultat 
analogue  pour  le  cas  de  n  fonctions  de  n  variables  indé- 
pendantes. 

§  V.  —  Différentiation  des  fonctions  impliciUs. 

105.  ax  +  by  H-  xy  ---^  (^'-f- j')*. 

106.  r«=-^ — -' 

X  —  X 

107.  I  H-  Jcy  ^  log ( (f^  -h  ^-'^) . 

.AQ      .:^^"^-^  __.rlog.r 
X  log/        J  log  X 

109.  7  =  I  -t-  ^^^• 

1 10.  X  sin  J  —  cosjr  H-  ces  2.)'  =-:  Ot 

111.  j^sino-  —  cos(x— jr)  =  o. 


QUESTIONS.  117 

1 12.    y  sin  nx  —  a^»*+/  =  o. 


t 


113.  c''-f-[séc(xj')]' =0 

114.  arcsin(^---^j--3— j=..a. 

115-    y^  —  3 j  arc  sin  j:  -f-  ^r^  zir:  o. 

116.  J^  arc  tangar  —  y'^-\-  a^:=.  o. 

117.  a:=raarccos isar  —  r*)*. 

a  *  ' 

Trouver  -7-  et  -—■  • 
dx       cLi-r 

118.  Etant  données  les  équations 

j:^H-/* —  3z -h  «  :==:  o, 
z*  —  2^^  —  ar  -I-  6  =r  o, 

trouver  -^  et  -^  • 
dx       dx 

119.  Etant  données  les  équations 

x'-^y^  -^  z^  —  Zxyz  zir.  o» 

<fr        dz 
trouver  -7-  et  -7-  • 
dx      dx 

120.  Etant  données  les  équations 

u} -\-  xi^ -^  y^ -\- z^  =.  a*, 


H-(|) 


JC 


'^ZX:=ze 


du 
trouver  -— • 

AT 


Frenet.  —  RecueiL 


r8 
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121.  Dérivées  premières  et  secondes  des  tonctions  z  et  u 
données  par  les  équations 

X  -\-  X  -A-  z  -\'  u  ■=  a^ 

j:»_}_  j»_|-  3»_|-.  «3:r=  b, 

122.  Même  question,  les  équations  étant 

X  -^  X  -{-  z  -k~  u  --  a, 
xxzu  =  b, 

123.  Une  fonction  m  de  ar,  y,  z,  .  .  . ,  ^  est  donnée  par 

Téquation 

f[x,r^z,  .  .  .,/,«)  "O; 

a  et  S  désignant  Tune  quelconque  des  variables  J?^/,  . . . ,  /, 
on  a 

doL  du 

àf      à'f       d'f 


\du) 


o 


d^     ôoLÔQ     dîdu 
du     dadu       da' 


124.  z  étant  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  ely^  définie  par  Téquation 


démontrer  la  relation 


Z=:X-\-xf{z), 


(2) 


Dy[ç(z)D,z]  =  D,[ç(3)/(z)D,z]. 


125.   La  fonction  z  étant  la  même  qu'au  numéro  précé- 
dent, on  a 

et,  plus  généralement, 

d;f(z)  =  d;-'[f'(«)(A)"I)x«1. 


QUESTIONS.  iq 


S  VI.  —  Dév^eloppement  des  fonctions  en  séries. 
126*  De  la  série  de  Taylor 

\  1 .  2  .  .  .  (  /2  -h  I  )  ' 

déduire  la  suivante  : 

l  fx=f{o)  +  xf'{x)-...  +  [-i)-^'  ^l_^/;.)(x) 

el  réciproquement. 

127.  Démontrer  la  relation 

f ._  i)«  ^în  y(«)  (.j.)         (_  ,)«+•  .r2«+2  •^  \   i-4-.r    / 


(l-l-j?)"     I.2.../2  (iH-a:)"-*-'  1.2.  .  .^«-i-lj 

128.  Étant  données  les  deux  séries  convergentes 

j  zrr  «0  -h  fli  a:  -4-  .  .  .  H-  <2„  j::"  H-  .  .  .  , 
\o^X  .jr.  60  -f-  61  or  -+-  .  .  .  -f-  è„  J:"  -h  .  .  .  , 

trouver  la  relation  qui  existe  entre  leurs  coefficients. 

129.  Développer  cos'x  en  série  convergente. 

130.  Développer  e**^°*'cos(/isina:)  et  e*^°"sin(72  sino:) 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières,  positives 
et  croissantes  de  h, 

131.  Appliquer  la  formule  de  Taylor  et  le  résuRat  du 
n**  73  au  développement  en  série  de 

arctang(a: -i- >i),      il>^>  —  i. 
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On  en  déduira  la  relation 

,  ,     ir                         .            cos*©sin2®        cos'a)sin3p 
(ij y  =  cosysin^H 1 ^ r- 

2  ^  O 


en  série  or- 


132.  Développer  j  =  log yr  -h  [i-h  x*)^ \ 
donnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  crois 
santés  de  la  variable. 

133.  Trouver  la  somme  de  la  série 

(/»-f-i)         2(/w -h  2)  n(m-hn) 

On  suppose  m  entier  positif  et  a:  <^  i. 

134.  Développer  j)^  =  ;[ arc  sino:*)*. 

135.  Du  développement  de  j  =^  (arc  sinx)',  déduire 

,rctangzz=__,|^i  +  -_-,  +  _ 

136.  Démontrer  que  tangj:  est  développable  d'après  la 

série  de  Maclaurin  quand  j:  est  <^  -?  et  trouver  la  loi  de 

formation  des  coeflScients. 
Même  question  pour  séca:. 

137.  Démontrer  que  les  fonctions 

^=:  cosfA(arcsinx),     z  =  sinfA(arcsina:) 

sont  développables  en  série  d*après  la  formule  de  Maclau- 
rin, et  déterminer  les  coeâScients  de  leurs  développements. 

138.  Démontrer  que  la  fonction 

y  z=:x  cota: 

est  développable  en  série  de  la  forme 

X^  X^  3?^ 

I  -î-  «2 h  «4 T~7  +  •  •  •  +  ^211 h  .  .  . 

1.2  1.2.0.4  1.2. ..271 
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et  trouver  l'expression  du  coefficient  a,„  en  fonction  de 
ceux  qui  le  précèdent. 

139.   Si  Ton  pose 


XX  _    .^^        _        J^*  _         J*'" 


•  •  ï 


—  COt-=:I  —  B, B, r— 7 — ...  —  B„ 

2  1  1.2  1.2.3.4  1.2.  ..2/t 

on  a  aussi 

X  ê*-\-i  x^  X*  ( — i)"-*jr'" 

=  1  -f-  B| Bj :r—T  -f-...-4-B, h  .  ... 

2  €* — I  1.2  1.2.0.4  1.2.  ..2/1 

Calculer  les  neuf  premiers  coefficients* 
1&.0*  Etablir  les  relations 

III  I  r 

cet  x  =  — I h 


X        n -h  X        7t — X         27r-4-J?         27r  —  x 

III                        I 
langjr  = h    -_ 1-- . . . 

X \-  X X [-  X 

2  2  2  2 

{n?  22). 

IM.  Démontrer  qu'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
plus  petites  que  tt  en  valeur  absolue, 

'^  ^    X     "^         I    ,r'         an*        •••         «    ^  ■"•••» 

logCOSX=i  —  (2'~l)--  _~(24_,    _i  __ 

...  I   TT*  2   n* 


-(-'"-)^;r.+ 


<    1) 


OU  1  on  suppose 


-  I         I  1 


(n"Ml  et  22). 
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142.  Démontrer  les  formules 

2S,.r2  2S^j,4  jjS^,^ 


X  COt  J:  1=  I  — 


tt'  w*  ir* 


..V      .•                        2(2»  — i)S,^    ,    2(2*  — l)S4.r^ 
(A)     'i    tang^= \ 

2(2* —  i^Sg-r* 


7r«  * 


2^6,. r^  2<B,r«  2«B3a:« 

j:  COt.r  z=  I  — 


1.2  1.2.3.4  I.2.3...C 

2«(2»— l)B,^  2*(2*—  l)B,.r' 


(B)      /     tanjî.r:= 

^      ^        '  ^  1.2  1.2.3.4 

2«(2«  — i)B3.r* 

_J ^ '. - L> 

1 . 2 . 3 .  . .  b 
14.3.  Trouver  la  relation 

2(2'  — i)B,.r»       2(2'  — t)B,j:* 

.r  cosec  j:  ^=.  i  H ^ \ ^é—, — 

1.2  1.2.3.4 

2(2^  —  i)B5.r« 

_4_    _J '  _L, 

'  .}  /»  r   .   .   •   • 

I .2.0. . .0 

14.4..  Représenter  par  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  x^  les  fonc- 
tions M  et  p»  définies  par  les  équations 

,T?\     l  X?    \  l  X'     \ 

4^^  \  /      4'*^^\      /         4-^^ 


1+ -î—    i-h -^  .../ 1+ 


9^V       l         o^-t-i^^ 


2/î  4-  I     TT 

et  en  déduire  leur  expression  sous  forme  finie. 

§  Vn.  —  Changement  de  variables. 
^f^      d'x     *      (dry  fdyy 
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Que  devient  cette  équation  lorsque  la  variable  indépen- 
dante est  j"? 

dr 


IS.6.      [^  —  p)^ {^  —  p)['''-  --  h]  ^  -+-«/=*• 

Prendre  t  pour  variable  indépendante,  x  et  i  étant  liées 
par  la  relation 


(l)  ,j[x^p)[x-q)'=z[x~p]t, 

IW.     x^  ^^-\-ax-^-\'hY--  G. 
cLx^  dx 

Prendre  t  pour  variable  indépendante,  sachant  qu'on  a 

xz=r-  ém 

IW.     (i  -  ^)  ^  -  ^  ^  -+^  n'y  ^  o. 

dx*  dx 

Prendre  t  pour  variable  indépendante,  sachant  qu'on  a 

j:=:rcos/. 

Prendre  t  pour  variable  indépendante,  sachant  qu'on  a 


X 


tf«  — I 


150.   (a  +  x)3g+3(a-l-.r)^0-4-(a-i-x)gH-èj.:O. 

Prendre  £  pour  variable  indépendante,  sachant  qu'on  a 

/~log(a  -4-4?). 
oar'         a:  cLx 

Prendre  t  pour  variable  indépendante,  sachant  qu'on  a 

(FouRiER,   Traité  de  la  Chaleur.) 
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152.  Substituer  la  variable  j>^  à  la  variable  x  dans  la  dif- 
férentielle 

/   »  dx 

(i)  du= -, 


X  ^Xy  étant  liés  par  la  relation 

(2)  sin ( i/  —  x)-=z  k  sin.r. 

On  suppose  que  la  variable  x  ne  dépasse  pas  - 


X 

153. 


"5;-^ 


d,i 


Ix'^j 


Transformer  cette  expression  en  une  autre  ne  renfermant 
que  r  et  0,  sachant  qu'on  a 

a:=::rcos9,      ^rr^rsinô. 

dy         àx 

Transformer  cette  expression  en  une  autre  dans  laquelle 
les  variables    indépendantes  soient  r  et  0,  sachant  qu'on  a 

xz=  rcosB^     jr  =  rsin9, 

155.  x-ï  +  -r-,  =  o. 
ôx^       ox 

Éliminer  les  variables  indépendantes  x  et  y^   sachant 
|u'on  a 

.M/»       <^*«        ^'"        ^'" 

156.  T-,-^  TT-^  Â-7=^' 

ôx^       dy*       oz^ 
Eliminer  les  variables  indépendantes,  sachant  qu'on  a 
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,57.  f-:-»-^-o. 

Prendre  pour  variables   indépendantes  r  et  6,  sachant 
i£u'on  a 

^Mo      <^*"       ^'«       ^^" 
dar-'        d^r  ^2' 

Prendre  pour  variables  indépendantes  r,  6  et  ç,  sachant 
qu'on  a 

xzrzrcos©,    ^  :=  rsinOsiny,     2  =  ^  sinôcosç. 

S  Vm.  —  Elimination  des  constantes  et  des  fondions. 

159.  [a-\-  nib][x^ — my^)z=:mc*\ 
éliminer  m. 

160.  ax  -\-  by  -{-  cz  '\-  d  ~^  o  . 

les  variables  dépendant  de  f,  éliminer  a,  6,  c,  rf. 

161.  cosj:  cosy  —  sin .r  sin j^  (  i  —  Ér'sin'a)*  =^  cos«  ; 

éliminer  a.  On  suppose  e  ^C!!  i^      le  radical  est  pris  positi- 
vement. 


162.     z 


^'^(J)^^"H-)' 


éliminer  les  fonctions  (f  et  ^. 
163.     u=xnJ'L,l,l\, 

\r  ^  xj 

éliminer  la  fonction  (f . 

164-.     z  =  xf^[z)  H-^^K^); 
éliminer  les  fonctions  y  et  vj<. 
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165.  z:=  f[ajr -^  bx'i'^^ay  —  bx); 
éliminer  les  fonctions  cp  et  4'. 

166.  a  =  ¥{z,r); 

éliminer  F  et  r,  sachant  qu'on  a  les  relations 

où  (p  et  ip  représentent  des  fonctions  arbitraires. 

[?(^)^4'(r)?' 

éliminer  les  fonctions  (f  et  ^. 

S  IX.  —  F^raie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent 

sous  des  formes  indéterminées. 


168. 


«"  —  .r" 

—  »      pour  X  z=  a. 


A    • 


X  —  (tz  -4-  i)x^-^*  -f-  nx"'^^ 

(r-T^' '      pour  a:  ^, 

X  -i-x^—  (n-^iYx^+^-^  {in^ -i-  un  —  i)x»-^^  —  n^x"-*-^ 
pour  a:  =.  > . 

*^'^*  T r>   pour  a:  =: a, 

x{8a^x^-+-Sax^y—[20a^x*-{-i2a*x^)^ 


169. 


170. 


i  2. 

3a(gx—  loa)  -{-  (36«3.r -4- 45^*)' (ax*  —  a*)' 
pour  a?  — -•  a. 


173. 


174. 


TX I  TT 

I      


^:ïr--^  .^.2,x_m'      pour*=ro. 


^'i-Ï^TTj'    P«"r^=o- 


QUESTIONS.  ^7 

175.      — —, 5     pour  X  -^  o. 

2.r*tang7r.r 

^,yg^      log(t.an£r/?.r)  ^        ^^^^  ^  ^  ^ 

log(tangj:) 
177»      .r"logj:,     pour  a;  ~   o. 

178.  X*",     pour  j::rro. 

179.      7~-  — r, 5      pour  •'^  =-  O- 

(c^  —  j)' 

2  sin^o:  -h  sin.r  —  !  tt 

180.  — r-T ^r-' 7'      P«wr.r—  ^. 

2  sm' J7  —  o  sinx  -T-  I  O 

,^,       sin(a -f- fe)  sin(« -f- .r^  —  sinôsinx 

181.        ^^ 7-- ^ 5 

sm  { a  H-  6  H-  j:  ) 
pour  a:  =::=  TT  —  a  —  b. 
182.      (cosa:p)(^°*^*=*')S     pour  x  m  o. 

I QQ  ^^ HJ ,      pour  X  =  o. 

arc  tang(a  +  x j  —  arc  tang(a  —  x) 

a*  sxnax  —  h'  ûnbx 
g'smgx  —  h*s\nhx 

f  ,  ^.  tangr    , 

185.  (  -  ?     pour  x  —  o. 

186.      -• — ->     pour  X  -  o. 

X  —  sm.r 

187.  X— j:Mog(i  + -J  î     pour  X  =  00. 

)tang  — 
%a 
,      pour  X  z=z  a. 

189.  j"*  —  gGa^j*  -f ■  I  ooa^x*  —  X*  r=  o . 
Vraie  valeur  de  -j-  pour  x  =  o. 

190.  (/'  +  •^^)*  —  6aj:/*  ==  aa:2(2.r  —  a).  . 

dy 
Vraie  valeur  de  ->-  pour  x=o 

ctx  ^ 
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SX.  —  McLxima  et  minima, 

191.     J  =  ar*— Sjt^H- 22^7^— 24-»^  H-I2. 

,^^  I      fûc* — 25ix'-}- 20i'70a;' — 5664ooj:~| 

192.    jr  = ^  3QQO 

2OOO0  L  -^  3888ooo  J 


M.OJi» 

j  — 

2OOO0  L 

193. 

J  — 

X 

I  -f-  x^ 

194. 

r  — 

X^ J?  -1-  I 

X'*-\-  X I 

195. 

y  — 

(xH-3)» 
(^-t-   2)» 

196. 

y  ~ 

.r 

3 

(a'+^»)' 

197. 

y  — 

log.r 

198.  J—  (i-f-.r»)(7— a:)». 

199.  j'-+-  7.yx^-\-  ^x  —  3  =:=  o  ;    max.  et  min.  de  j. 

200.  J*  -i-  .^'  —  3aj?j  =  o  ;    lïiax.  et  min.  de  y. 

201.  jr*  -*-  '^^  —  4*^J  H-  2  r=r  o  ;    max.  et  min.  de  y, 

202.  y^~  imxy  -\-  x"^ —  a'=  o  ;    max.  et  min.  de/, 

203.  tt  =  ^  +  jr*  —  2x^-4-  4-^J^  —  2J*« 

204.  tti=:c*j'(a  —  X — y), 

205.    «  =  7 ^ ^~— — n TT  • 

{a  H-  ^j  ^jc  -H7J  \y  -H  a)  (3  -h  6) 
206.      tt  =  r^'  +  7.sxy  +  (^% 

r  et j^  étant  liés  par  la  relation 

( I  -h  /?*)  .r'' -f-  ipqxy  -f-  ( i  +  ^')  j*  ==  i . 


QUESTIONS. 

207.     u  =a cos*x  -h  b cos'j-, 
X  et  j'  étant  liés  par  la  relation 
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it 


208.  w  =  (.r  +  i)(j-hl)(«H-l),    • 

avec  la  condition 

a'brc'  =  A. 

209.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que 
la  somme  de  ses  distances  à  deux  points  donnés  soit  un  mi- 
nimum. 

210.  Quel  est  le  rayon  du  cercle  dans  lequel,  à  un  arc 
de  longueur  donnée,  correspond  le  segment  maximum  ? 

211.  (-''%•  I  •)  Étant  données  les  parallèles  AC,  BD  et  la 


ligne  AB,  mener,  par  le  point  donné  C,  la  ligne  CXY,  telle 
que  la  somme  BXY  -+-  AXG  soit  un  minimum. 

(ViVlANI.) 

212.  (-fïg*.  2.)  PMO  est  un  triangle  sphérique  rectangle 


Fig.  2. 


en  M;  déterminer  la  position  du  point  P  par  la  condition 
que  PO  —  MO  soit  un  maximum. 
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213,  Sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  sphères 
extérieures  Tune  à  l'autre,  trouver  un  point  tel,  que  la 
somme  des  zones  vues  de  ce  point  soit  la  plus  grande  pos- 
sible. 

21&..  Etant  donne  un  prisme  hexagonal  régulier,  on  joint 
de  deux  en  deux  les  sommets  de  Tune  de  ses  bases,  puis  on 
mène  par  les  droites  ainsi  obtenues  des  plans  également 
inclinés  sur  la  base  et  formant  une  pyramide.  On  demande 
quelle  doit  être  l'inclinaison  de  ces  plans  pour  que  le  volume 
total  résultant  ait  la  plus  petite  surface  .f^  On  ne  fait  pas  en- 
trer dans  le  volume  les  portions  du  prisme  qui  sont  en  de- 
hors de  l'angle  solide  au  sommet  de  la  pyramide. 

215r  Etant  donné  un  cône  droit,  on  demande  de  le  couper 
parallèlement  à  la  génératrice  par  un  plan  tel,  que  le  seg- 
ment parabolique  résultant  soit  le  plus  grand  possible. 

216-  Déterminer  l'ellipse  la  plus  grande  qu'on  puisse 
obtenir  en  coupant  par  un  plan  un  cône  droit  donné. 

217.  Parmi  tous  les  secteurs  sphériques  de  volume  donné, 
trouver  celui  dont  la  surface  totale  est  la  plus  petite  pos- 
sible. 

218.  Parmi  tous  les  vases  de  même  capacité  dont  la  forme 
est  celle  d'un  tronc  de  cône,  et  dans  lesquels  l'arête  fait  avec 
le  fond  un  angle  donné,  trouver  celui  dont  la  surface  totale 
est  la  plus  petite  possible. 

219.  Un  point  lumineux  M  est  mobile  sur  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  donné  ;  il  éclaire  une  surface  infiniment 
petite  0)  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  celui  du  cercle  et 
passe  par  son  centre.  Cette  surface  pouvant  être  regardée 
comme  située  en  un  point  P  de  l'intersection  des  deux  plans 
et  intérieure  au  cercle,  on  demande  la  position  que  doit  oc- 
cuper le  point  M  pour  que  la  surface  w  en  reçoive  un  éclai- 
rement  maximum. 
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L'éclairement  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle  de  la 
direction  des  rayons  lumineux  avec  la  surface  éclairée,  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  lumineux 
à  cette  surface. 

220-  Remplaçant,  dans  la  question  précédente,  la  cir- 
conférence par  une  droite  AY  qui  rencontre  le  plan  de  la 
surface  w  au  point  A,  et  se  projette  sur  le  plan  suivant 
une  droite  AX  passant  par  le  point  P,  on  demande  quelle 
position  doit  occuper  le  point  M  sur  la  droite  AY,  pour  que 
l'éclairement  de  la  surface  o)  soit  maximum. 

221.  Trouver,  sur  une  circonférence  donnée,  un  point 
tel,  que  la  somme  de  ses  distances  à  deux  points  donnés  A 
et  B  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

222.  Inscrire  dans  un  ellipsoïde  donné  le  parallélépipède 
maximum. 

223*  Trouver  le  triangle  de  périmètre  minimum  inscrit 
dans  un  triangle  donné. 

224.  La  surface  qui  a  pour  équation 

(  j;'  -+-  j»  -h  z'  )*  m  a' .27*  -4-  ôy  H-  c*z* 

étant  coupée  par  un  plan  donné  qui  passe  par  son  centre,  on 
demande  les  distances  maximum  et  minimum  de  ce  centre 
au  périmètre  de  la  section. 

225.  Surface  de  la  section  faite  dans  un  ellipsoïde  par  un 
plan  qui  passe  au  centre. 

226»  Volume  de  Tellipsoïde  qui  a  pour  équation 

a.r'  4-  a' j'  -f  a!'  z^  -1-  2  hyz  -+-  2  h'xz  -f-  2  h"xy  z=z  c, 

227.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  la  plus  petite 
ellipse  possible. 

228.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  la  plus  grande 
ellipse  possible. 
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229.  De  toutes  les  pyramides  triangulaires  qui  ont  même 
base  et  même  hauteur,  quelle  est  celle  qui  a  la  plus  petite 
surface? 

230.  Trouver  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances 
à  trois  points  donnés  soit  la  plus  petite  possible. 

S  XI.  —  Tangentes  aux  courbes  planes. 

231.  Sous-tangente  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

232.  La  courbe  qui  a  pour  équation 

2.  A  i. 

est  constamment  touchée  par  une  droite  de  longueur  inva- 
riable qui  glisse  en  s'appuyant  sur  les  axes  coordonnés. 

233.  La  courbe  représentée  par  Téquation 

est  coupée  en  trois  points  par  la  droite  j^  =  in^x.  Trouver 
les  tangentes  en  ces  points,  et  déterminer  le  point  où  cha- 
cune d'elles  coupe  la  courbe. 

234..  Généraliser  le  problème  de  la  cycloïde  en  substi- 
tuant un  cercle  à  la  droite  fixe  et  supposant  que  le  point 
décrivant,  toujours  invariablement  attaché  au  plan  du 
cercle  mobile,  n*est  plus  situé  sur  la  circonférence.  Tan- 
gentes aux  courbes  ainsi  obtenues. 

235-  Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  fixe  A  sur  les  tangentes  à  une  courbe  est  dit  la 
podaire  de  la  courbe  par  rapport  au  point  A.  Si  w  et  /x 
sont  deux  points  correspondants  de  la  courbe  et  de  la  po- 
daire, la  tangente  en  /x  touche  la  circonférence  décrite' 
sur  A  m  comme  diamètre. 
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236.  Trouver  la  podaire  de  la  courbe  représentée  par 
Téquation 

le  point  fixe  étant  à  Torigine. 

237.  Parmi  les  polygones  d*un  même  nombre  de  côtés 
circonscrits  à  une  figure  fermée  convexe,  celui  dont  la  sur- 
face a  la  plus  petite  valeur  possible  jouit  de  la  propriété 
que  chaque  point  de  contact  est  le  milieu  du  côté  auquel 
il  appartient. 

238.  Si  l'on  mène  à  plusieurs  courbes  données,  à  partir 
d'un  point  fx  situé  dans  le  plan  de  ces  courbes,  des  normales 
qui  les  rencontrent  aux  points  /Wj,  ttij,  mj,.  •  •  ?  et  que  le 
point  fjL  se  déplace  de  manière  qu'on  ait  toujours 


•2 


la  normale  au  lieu  qu'il  décrit  passe  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  m^^  m^^  //z^,. . . . 

239.  Soit  AMB  un  arc  d'une  courbe  donnée.  La  corde 
AB  =  a  étant  fixe,  on  demande  quelle  doit  être  la  position 
du  point  M  sur  cet  arc  pour  que  la  somme  des  cordes 
AM  -f-  MB  soit  un  maximum.  —  Solution  géométrique  de 
la  même  question. 

240.  Trois  courbes  étant  données,  on  prend  un  point  sur 
chacune  d'elles  et  l'on  demande  comment  ces  points  doivent 
être  choisis  pour  que  le  triangle  dont  ils  sont  les  sommets 
ait  une  surface  maximum  ou  minimum.  —  Cas  particulier 
où  les  trois  courbes  se  réduisent  à  une  même  ellipse. 

241.  Mener  à  l'ellipse  une  normale  telle,  que  la  portion 
de  cette  ligne  droite  comprise  dans  la  coiu'be  soit  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  possible.  (O.  Bonnet.) 

FuEM£T.  —  Recucllt  à 
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212.  Podaire  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

r"=:«''cos/iô, 

le  point  fixe  étant  à  Torigine. 

24.3.  Soit  m  un  point  d'une  courbe  dont  Téquation  est 

et  dans  laquelle  les  variables  uelv^  peuvent  représenter  : 
I  °  Les  distances  du  point  aux  droites  A  et  B  5 
2**  Les  distances  du  point  aux  points  fixes  P  et  Q  5 
3®  u  la  distance  du  point  à  Â,  et  (^  la  distance  mP. 
Dans  tous  les  cas,  si  Ton  porte,  à  partir  de  m  et  parallè- 
lement aux  directions  des  droites   u  et  p»,  des  longueurs 
proportionnelles  à  /„'  ^  jl  ^  en  ayant  égard  aux  signes,  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  longueurs 
sera  dirisrée  suivant  la  normale  aux  points  m, 

(JoACHIMSTHAL.) 

24.4.-  Si  Ton  fait  rouler  dans  un  plan  une  courbe  A  sur 
une  courbe  fixe  B,  les  positions  successives  d'un  point  ^ , 
invariablement  lié  à  A,  déterminent  une  nouvelle  courbe 
dont  la  normale  en  chaque  point  passe  par  le  point  de  con- 
tact des  courbes  A  et  B.  (Descartes.) 

245.  Les  tangentes  à  une  courbe  donnée  étant  repré- 
sentées par  l'équation 

quand  on  donne  des  valeurs  convenables  à  une  variable  t 
dont  dépendent  les  coefficients,  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  de  cette  courbe  en  fonction  de  t.  Vérifier  que 
les  valeurs  des  coordonnées  obtenues  définissent  les  points 
d'une  courbe  à  laquelle  la  droite  (i)  est  tangente. 
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S  XII.  —  Construction  de  courbes,  —  Points  d'inflexion 

et  autres  points  singuliers. 

246.      xy  =  2fl  (  2aa:  —  or')^. 
24-7.     ax*  -h  by^  —  c«  =:  o. 
248.      .^*  —  a'.^^  -{-  a^y  =:  o. 


m 


249.  ^  =  ^  -f-  (j?  —  <^) '*  ;  fn  et  n  impairs* 

250.  X*  —  a.r^x  -f-  ^>j3  =1  o. 

251.  3^*—  6x2j»  -4-  3^*—  I2rtx>/^  4-  ^ay^zzz  o. 

252.  ^*—  2aj*—  Sa'ja—  2û*j:»-f  a^=z  o. 

253.  •^*  -4-  -^V  —  6aa:'7  -f-  a'j-»  —  o. 

254.  (  by  —  c.r)'  1=  (.r  —  a)\ 


a}y^ 


255.      X*  —  a.r'^  —  axy'^  H ;^  z=:  o. 

4 

256-      «'j*  —  2«'{a  -}-  J?)  j:j  +  û(«  «h  .r)».r»  —  :r*  — •  o. 

257.  16(7*  —  2aj»  —  2<r')  -4-  Ta;»  —  4 a')>  =  o. 

258.  ^-»(2^  —  a)  -h  a«.r2_  .r«  z=  o. 

259.  >'»x  —  2^x*  -H  2  jc»—  2tfV*  -+-  2a'x  =ir  o. 

260.  j^»  -4-  ax*  —  è»;r7>  =r  o. 

261.  y"*  =  X  sin*j?. 

262.  r»  =  ~ . 

ô 

263.  r  =  a  séc  ô  H-  b.     (Conchoïde.) 

264.  /  =  ^(tangô  —  i), 

265.  f'  =  a* . 

COSÔ 
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§  XIII.  —  Rayons  de  courbure  et  de'i^eloppées  des  courbes 

planes. 

266.  j'  =  2/?.r  -+•  qx^, 

267.  3flX*  =  .r^>     (Parabole  semi-cubique.) 

268.  r^  =  — (Cissoïde.) 

2.  a  —  a: 

9 

269.  a:'4-j'  =  a'  (n°  232). 

.r 

270.  x^=:ae^,     (Logarithmique.) 

271.  X  —  -  \^'-¥  e"'').     (Chaînclte.) 

-dr 

272.  ^  H-  («2  —  y^y  ^-  —  G.     (Tractoire.) 

273.  r^zae"^,     (Spirale  logarithmique.) 

274.  i'=J-^JL^. 

'     dQ        ,  1 

275.  r'-=za^  COS2  6'.  (Lemnîscate.) 

276.  Épicjcioïde  (n°234) 

277.  Soient  mKz=zr  la  dislance  d'un  point  m  d'une 
courbe  à  Torigine  A  des  axes  supposés  rectangulaires, 
p  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la  tangente  en  m, 
s  Tangle  de  cette  tangente  avec  Taxe  des  x^  ds  lelément 
de  Tare  et  p  le  rayon  de  courbure-,  on  a~ 

ds  d^p  dr 

^       ds        ^        ds'  dp 

278.  Dans  toute  courbe  dont  1  équation  satisfait  à  la  re- 
lation 


dx  b^  -I-  f^  ' 
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la  différence  entre  Tinverse  de  la  longueur  de  la  normale  el 
Tin  verse  du  rayon  de  courbure  est  indépendante  de  i. 

279.  Lorsqu'en  un  point  d'une  courbe  le  rayon  de  cour- 
bure est  maximum  ou  minimum,  le  contact  de  la  courbe  et 
du  cercle  osculateur  en  ce  point  est  du  troisième  ordre. 

280.  Soit  une  droite  OM  qui  passe  par  un  point  fixe  O 
et  rencontre,  en  Ai,  Aj,. .  . ,  A„,  n  courbes  données  (Ai), 
(Aj), .  ,  . ,  (A„).  Le  point  M  est  tel,  quW  a 

^1,  «avî  ^nî  /w  étant  des  constantes.  Lorsque  la  transver- 
sale OM  tourne  autour  du  point  O,  le  point  M  décrit  une 
courbe  (M)  et  Ton  a 


1 


a  m 


p  cos'a        Rcos*p 


ph  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (  A^)  et  a^  Tangle 
que  fait  ce  rayon  avec  la  transversale.  R  et  fji  sont  des  quan- 
tités analogues  pour  la  courbe  (  M  ) . 

§  XIV.  —  Géométrie  à  trois  dimensions. 

281.  Étant  données  deux  droites  D  et  Dj  représentées 
par  les  équations 

X  —  a         y  —   h        z  —  c 

'  a  b  7 

X — <2,        y — ft,        z  —  c, 


(D.)  •  . 

a,  6,  7, 

on  demande  : 

i**  La  direction  de  la  plus  courte  distance  des  droites  D 

et  D,  -, 

2"  La  longueur  de  cette  plus  courte  distance  5 
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3°  Les  coordonnées  des  points  de  D  et  de  Dj  dont  la  dis- 
tance est  un  minimum. 

282.  Soient,  en  un  point  M  d'une  courbe  à  double  cour- 
bure, a,  i,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  a,  6,  y 
ceux  de  Vaxe  du  plan  osculateur,  o)  T angle  de  contingence, 
u  Tangle  de  torsion^  sachant  qu'on  a  les  relations 

4-) 

\ds  j         da  dh  de 

(1)  A:=p  '. = ,  przi  ,  V  =  — , 

as  tù  &>  &> 

où  X,  /[x,  V  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale,  prouver  qu'on  a  aussi 

,  doL  d^  dy 

(2)  Az=T ,        Il  = ,         v=:  —  • 

U  U  u 

283.  Déduire  des  équations  (2)  du  numéro  précédent  la 
formule  connue 

dx{d^fd^z — d^zd^y)-^dy{d^zd^x — d^xd^z)-\-dz{d^xd\y — d^yd^ar) 

'  {dyd'z~dzd^jy-\-{dzd^x  —  dxd^zf-^{dxd'^y  —  dyd^xf 

284.  Les  notations  étant  celles  du  n°  282,  démontrer  les 
formules 

et  tirer  de  là  l'équation 

^  désignant  l'angle  de  deux  normales  principales  infiniment 
voisines. 

285.  Soient  M  un  point  d'une  courbe  C,  Mi  le  point 
correspondant  de  la  courbe  Cj  lieu  des  centres  de  courbure 
de  C*,  trouver  les  angles  que  la  tangente  en  Mi  fait  avec  la 
tangente,  la  normale  principale  et  le  plan  osculateur  au 
point  M. 


QUESTIOWS.  3q 

286.  Soîeiit  M  et  M' deux  points  infiniment  voisins  d'une 
courbe  donnée ^.P  un  plan  mené  par  M  perpendiculaire- 
ment à  la  normale  principale  en  ce  point*,  P'  le  plan  ana- 
logue en  M';  le  point  M  étant  supposé  fixe,  déterminer 
l'intersection  limite  L  de  ces  deux  plans,  et  en  conclure  une 
représentation  géométrique  de  la  seconde  courbure. 

(Lancret  a  donné  au  plan  P  le  nom  de  plan  rectifiant  et 
celui  de  droite  rectifiante  à  la  ligne  L.  ) 

287.  En  un  point  M  d'une  courbe  à  double  courbure, 
déterminer  l'intersection  limite  m  du  plan  normal  avec 
deux  plans  normaux  infiniment  voisins  et  trouver  l'expres- 
sion de  la  longueur  Mm. 

Le  point  m  est  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  dont 
Mm  est  le  rayon. 

288.  Si  le  rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe  est 
constant,  cette  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
à  base  quelconque.  La  réciproque  est  vraie, 

289.  La  courbe  dont  les  deux  courbures  en  chaque  point 
sont  constantes  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  à  base 
circulaire.  (Puiselx.) 

290.  Etant  donnée  une  courbe  AB,  on  en  déduit  une 
autre  Ai  Bi,  en  portant,  à  partir  de  chaque  point  M  de  la 
première,  une  longueur  constante  MiVIi  =  h  sur  la  normale 
principale  en  ce  point.  Trouver  les  angles  que  la  tangente 
en  Mj  à  la  courbe  Ai  Bi  fait  avec  la  tangente,  la  normale 
principale  et  l'axe  du  plan  osculateur  de  la  courbe  AB  au 
point  M. 

291.  Les  données  étant  celles  du  n°  290,  trouver  les  con- 
ditions : 

i  ^  Pour  que  les  tangentes  aux  points  correspondants  des 
deux  courbes  soient  parallèles  ^ 

2°  Pour  que  les  normales  principales  correspondantes 
coïncident. 
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292.  Appliquer  à  la  courbe  représentée  par  les  équations 

(  I  )  x^=  3/?^  J,      2XZ==p^ 

les   formules   fondamentales  de    la    théorie   des    courbes 
gauches  (p.  192  et  ipS). 

293.  Trouver  le  plan  normal,  le  plan  osculateur  et  les 
deux  rayons  de  courbure  de  la  courbe  d'intersection  de  deux 
cylindres  droits  dont  les  axes  se  coupent  rectangulairement. 

294.  Résoudre  les  mêmes  questions  que  dans  le  numéro 
précédent  pour  la  courbe  représentée  par  les  équations 

r*  =  zx,    x^-hjrzz=z  3pr. 

295.  Résoudre  les  mêmes  questions  que  dans  le  n"  293 
pour  le  lieu  des  points  d'une  sphère  tels  que  la  somme  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes  pris  sur  la  sphère  soit 
une  quantité  constante.  (Ellipse  sphérique.) 

296.  Sur  une  demi-sphère  dont  le  cercle  de  base  est  dans 
le  plan  XY  et  dont  le  centre  O  est  Torigine  des  axes,  un 
point  M  décrit  une  courbe  C  telle  que  Tangle  y  du  rayon 
OM  =  R  avec  le  plan  XY  est  dans  un  rapport  constant  n 
avec  Tangle  0  des  plans  ZOM  et  ZOX  :  trouver  le  plan 
normal,  le  plan  osculateur  et  les  deux  courbures  du  lieu 
ainsi  obtenu. 

297.  Soient  m  un  point  quelconque  d'une  courbe  tracée 
sur  une  surface  de  révolution,  r  le  rayon  du  parallèle  pas- 
sant en  m,  et  9  l'angle  de  la  courbe  avec  le  plan  du  méri- 
dien correspondant  5  si  le  plan  osculateur  de  la  courbe  est 
normal  à  la  surface  en  chaque  point,  le  produit  rsînç  est 
constant. 

298.  Etant  donnée  une  courbe  qui  rencontre  toutes  les 
génératrices  d'une  surface  réglée,  et  telle  que  les  cosinus 
directeurs  de  chaque  génératrice,  au  point  où  elle  coupe  la 
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courbe,  soient  des  fonctions  des  coordonnées  de  ce  point, 
on  demande  : 

1°  La  direction  limite  de  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines*, 

2^  La  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -?  â  étant  la 

plus  courte  distance  et  i^  Tangle  de  ces  génératrices; 

3°  La  position,  sur  Tune  des  génératrices,  du  point 
limite  [point  central)  où  elle  est  coupée  par  sa  plus  courte 
distance  à  Tautre. 

299.  La  génératrice  D  d'une  surface  réglée  est  donnée 
par  les  équations 

(D)  jcznzmz-^py     x=znz->r  q^ 

dans  lesquelles  w,  «,  p  sont  des  fonctions  d'une  variable  t\ 
on  demande  les  coordonnées  du  point  central  situé  sur 
cette  génératrice. 

300.  Appliquer  le  résultat  du  numéro  précédent  à  la 
recherche  du  lieu  des  points  centraux  [ligne  de  striction) 
du  paraboloïde  hyperbolique  donné  par  Féquation 

a^        b^  -  ^• 

301.  Trouver  la  ligne  de  striction  de  l'hyperboloïde  à 
une  nappe  représenté  par  l'équation 

•^ivS  1'^*  7* 

302.  Les  données  étant  celles  du  n°  298,  si  à  est  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  i^,  elle  est  au  moins 
du  troisième  ordre  infinitésimal.  (Bouquet.  ) 

303.  Dans  les  surfaces  pour  lesquelles  J  est  un  infiniment 
petit  d'ordre  supérieur  à  p»,  le  plan  tangent  en  un  point  est 
tangent  tout  le  long  de  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point. 
(Surfaces  développables.  ) 
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304-  Toute  surface  développable  (n**  303)  peut  être 
regardée  comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe  à  double 
courbure,  et  réciproquement. 

305.  Les  plans  tangents  d'une  surface  développable  sont 
en  même  temps  les  plans  osculateurs  de  son  arête  de  re- 
broussement  (n°  304;- 

306-  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
surface  réglée  soit  développable  (n**  303)  peut  être  rem- 
placée par  les  relations 

dl  dm  dn 

a  —  /cosÔ        b  —  //icosd        c  —  /icosG 

0  désignant  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  courbe  direc- 
trice (n°  298). 

307»  Par  chaque  point  d'une  courbe  à  double  courbure 
on  mène  une  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point; 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface  réglée 
ainsi  obtenue  soit  développable. 

308.  Par  .chaque  point  d'une  courbe  A  on  mène  une  pei- 
pendiculaire  à  la  tangente,  de  manière  à  former  une  surface 
développable.  On  demande  de  déterminer,  en  un  point  Mj 
de  Tarête  de  rebroussement  Ai  répondant  au  point  M  de  la 
courbe  donnée  : 

1*^  Les  deux  courbures  de  la  ligne  Ai; 
2°  L'élément  de  Tare  de  cette  courbe. 
(La  courbe  Ai  est  une  des  dév^eloppées  de  la  courbe  A.) 

309.  Des  relations  du  n^  306  déduire  l'équation  générale 
des  lignes  de  courbure. 

310.  Si  l'intersection  AB  de  deux  surfaces  S  et  Si  est  une 
ligne  de  courbure  de  chacune  d'elles,  ces  surfaces  se  coupent 
partout  sous  le  même  angle;  et  réciproquement,  si  deux 
surfaces  se  coupent  partout  sous  le  même  angle,  et  si  l'in- 
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tcrseclion  est  une  ligne  de  courbure  de  Tune  d'elles,  elle 
sera  aussi  une  ligne  de  courbure  de  l'autre. 

311.  Trouver  le  lieu  des  projections  du  centre  de  l'el- 
lipsoïde sur  ses  plans  tangents  (u^  235  j. 

312.  Mener  un  plan  tangent  à  la  surface  représentée  par 
J  équation 

et  trouver  Tintersection  de  ce  plan  avec  la  surface. 

313.  Mener  un  plan  tangent  à  Thélicoïde  gauche  dont 
Téqualion  est 

xcoskz  — ^sin/-2  =  o, 

et  calculer  la  distance  de  l'origine  à  ce  plan. 

314.  Le  plan  tangent  en  un  point  du  lieu  des  tangentes 
à  rhélice  (hélicoïde  développable)  fait  un  angle  constant 
avec  la  base  du  cylindre  droit  sur  lequel  la  courbe  est 
tracée. 

315.  Mener  un  plan  tangent  à  la  surface  qui  a  pour 
équation 

a^x^-i-  l^\r^-\'  c>2'—  (ar'-H  r^H-^»)'  (n*»  311), 

et  trouver  la  distance  du  centre  à  ce  plan. 

316.  Déterminer  les  rayons  de  courbure  principaux  des 
surfaces  du  second  degré. 

317.  Rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  qui 
a  pour  équation 

318.  Rayons  de  courbure  principaux  :  i°  de  Thélicoïde 
développable  (n°  314)^  2°  de  Tliélicoïde  gauche  (n°  313). 
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§  XV.  —  Envfeloppes  des  lignes  et  des  surfaces, 

319.  Enveloppe  des  ellipses  concentriques  dont  les  axes 
ont  les  mêmes  directions,  et  pour  lesquelles  la  somme  de 
ces  axes  est  constante. 

320.  Enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  qui 
se  meut  en  s'appuyant  sur  deux  droites  rectangulaires. 

321.  Enveloppe  des  paraboles  déterminées  par  Téquation 

y  z=:  CLT  —  (  I  -}-  a*)  ^1 

4c 

a  étant  un  paramètre  variable. 

322.  Enveloppe  des  cercles  donnés  par  l'équation 

avec  la  condition  b^  =  /\ma. 

323.  On  donne  deux  droites  OaA,  OSB,  sur  lesquelles 
les  points  A  et  B  sont  fixes  et  les  points  a  et  i  mobiles,  de 
telle  sorte  qu'on  ait  constsimment  Oa.Oi  =  aA.SB^  trou- 
ver l'enveloppe  des  positions  de  la  droite  ab. 

32i.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint,  dans  une  ellipse 
donnée,  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  en 
supposant  qu'on  fasse  varier  le  système  de  ces  diamètres. 

325.  Un  point  mobile  décrit  une  conique  C  ;  trouver 
l'enveloppe  des  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  une 
autre  conique  dont  l'équation  est 

( P )  px^  -t-  'xqxy  -\-  ij^=  I . 

326.  Enveloppe  de  la  droite  qui  a  pour  équation 

ux  -+-  W  z=  I, 
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les  paramètres  variables  u  et  i^-  étant  liés  par  la  relation 

[nu  —  i)' —  bi'^=z  o. 

327.  La  spirale  logarithmique  (n**  273)  est  sa  propre 
polaire  réciproque  (n®  325)  par  rapport  à  toute  hyperbole 
équilatère  qui  a  son  centre  au  pôle  de  la  spirale  et  qui  lui 
est  tangente. 

328.  Par  un  point  quelconque  m  d'une  courbe  donnée, 
on  mène  une  droite  D  dont  Tinclinaison  sur  la  normale 
varie  avec  le  point.  Appelant  fx  l'intersection  limite  de  D 
avec  une  droite  analogue  infiniment  voisine,  on  demande  : 
1»  la  longueur  //m-,  2°  l'élément  de  la  courbe  enveloppe 
de  la  droite  variable  D,  quand  le  point  m  décrit  la  courbe 
donnée. 

329.  Si  l'on  regarde  les  tangentes  d'une  courbe  A  comme 
des  rayons  lumineux  qui  se  réfractent  en  tombant  sur  une 
courbe  C,  les  rayons  réfractés  enveloppent  une  nouvelle 
courbe  Aj.  Cela  posé,  soient  m  un  point  de  la  courbe  C, 
auquel  correspondent  |ex  et  {ji^  sur  les  courbes  A  et  Ai  ^  «?  «1 
et  p  l'angle  d'incidence,  l'angle  de  réfraction  et  le  rayon  de 
courbure  en  m 5  faisant  en  outre  iJ.Tn  =  r^  i/.iTn^=  ri^  on 
demande  la  relation  qui  existe  entre  les  quantités  «,  «j,  p, 

r,  Tj  et  l'indice  de  réfraction  n  =  -. —  (n^  328). 

sma.  ^ 

330.  Un  plan  variable  coupe  un  parallélépipède  de  ma- 
nière à  en  détacher  un  tétraèdre  dont  le  volume  est  con- 
stant; surface  enveloppe  de  ce  plan. 

331 .  Enveloppe  d'une  sphère  donnée  dont  le  centre  se 
meut  sur  une  circonférence  aussi  donnée. 

332.  Surface  enveloppe  d'un  plan  variable  qui  détache 
d'un  cône  droit  un  cône  oblique  à  volume  constant. 

333.  On  coupe  un  ellipsoïde  par  un  plan  déterminé  ;  en- 
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veloppe  des  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  les  points 
de  la  courbe  d'intersection. 

33&.  Enveloppe  du  plan  qui  a  pour  équation 

Ix  -}-  mjr  -\-  nz=zp, 

les  paramètres  variables  /,  m,  n  étant  liés  par  les  éqiia* 
tions 

/?* —  a'      p^ —  6'      p* —  (T 

335.  Enveloppe   d'un   plan   qui   touche  deux  sphères 
données. 

336.  Enveloppe  des  plans  normaux  à  l'ellipse  sphérique 

{n<>295). 
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SOLUTIONS. 


§  I.  —  Tnthoduction  .  —  Séries,  produits  de  facteurs 

en  nombre  infini, 

1.    i**  Si  Ton  désigne  par  S„  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (  i  ) ,  comme  on  a  ^ 

I  I  I 

/?  (  /î  -f-  I  )        n        «  -4-  I 

il  en  résulte 


S,=.(._1U   1-1)+...-^ 


n  —  1         n  ] 


\n         n  -\-  \  j  72  -i-  I 


d'où 

lim  S„  =  I . 

2**  Semblablement,  S'„  se  rapportant  à  la  deuxième  série, 

de 

I         I  / 1  I 

7Ï  (/2  -t-  2)  l\n  /2  H-  2 

on  déduit 


'-(-j)-G-î) 


I         I 


3       5/  \n  —  2        n 

/      I  I      \        / 

4- 


i-i i-)-^(i — ^) 

\n  —  I         n -\- 1 1        \n      ■  n -\' i f 

=  I  -4-  -  —  ( — ^- 1 ^- — l; 

2         \/2  4-  I  71  H-  2/ 
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d'où 

«  4 

3**  Ou  trouve  de  la  même  manière  pour  la  somme  S* , 
qui  se  rapporte  à  la  troisième  série, 


mS„--i    -i l-TT-»-..  .H \ h.. .H 1 

2        6  m       \n  -+■  i       «  -H  2  n-{-  mj 

et  par  suite 

limS:;:r=:-ifl-4-i-f--'-+...-^    -V 

^        m\         20  m) 

Les  séries  (i)  et  (2)  ont  été  données  par  Leibnitz  dans 
une  de  ses  lettres  à  Oldenbourg  (1676),  au  début  des  re- 
cherches qui  l'ont  conduit  au  Calcul  diflérentiel. 

2.  Si  Ton  multiplie  chaque  terme  par  J  et  qu'on  pose 

on  obtient  la  série 

(i)  î      1--'»     9 

'  a  -{-  I         a  -f-  2  an-// 

dont  les  termes  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux 
de  la  série 

(2)  -j ,     7 ?•••»      -7 9 

en  désignant  par  h  un  nombre  entier  quelconque  supé- 
rieur à  a. 

Or  la  série  (2)  n'est  autre  que  la  série  harmonique  dans 
laquelle  il  manque  un  nombre  fini  de  termes;  la  série  pro- 
posée est  donc  divergente. 

Cette  conclusion  subsiste,  que  le  rapport  a  soit  positif  ou 
négatif. 


SOLUTIONS.  ^Q 

3.  On  vérifie  que  la  relation  est  vraie  pour  n  =  i  et 
71=-  i\  puis,  en  la  supposant  démontrée  pour  une  certaine 
valeur  /i,  on  fait  voir  qu'elle  subsiste  quand  on  y  remplace  n 
par  n  -h  i . 

Lorsqu'on  fait  croître  n  indéfiniment,  il  est  manifeste  que 
le  premier  membre  croit  aussi  indéfiniment  pour  les  valeurs 
de  X  qui  ne  sont  pas  inférieures  à  i .  Si  l'on  suppose  x  <^  i , 
on  est  conduit  à  chercber  la  limite  de  l'expression 

OU  simplement  celle  de  nx^.  Or,  en  faisant  x  =  — 

^  I  -t 

étant  positif,  on  voit  que  cette  limite  est  celle  de 


—  9 

z 


n 


n{n~j) 

I  -I-  /2Z  H z* 

2 


c'est-à-dire  zéro.  La  limite  demandée  est  donc 


4.  Soit  fait 
il  en  résidte 

de  même 

f[x-\-l)—f[x-\-7.)  —  ^ 


[x  -h  l)  (x-H  7.){x-\-  3)  (.r-f-4) 


/(ar  +  Tz)  — /(.r  H- 72 -f- 1  )  ZUT 


{x-{-n)[x-\-n-r-i)[jn-\-n-^7.)[x-\-n-^Z) 


Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre  et  faisant  croître  n 
indéfiniment,  on  obtient  la  relation  proposée. 

Fa£N£T.  —  Recueil.  4 


I 
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5.  La  relation  est  connue  pour  jx  =  i ,  et  se  vérifie  pour 
jx  .-=  2  au  moyen  de  la  règle  à  suivre  pour  la  multiplication 

'  de  deux  séries  convergentes.  Afin  de  la  démontrer  généra- 

lement, supposons-la  vraie  pour  l'exposant  |x.  En  posant, 
pour  abréger, 

_fx(fxH-l)...(.tx+/>--l) 
ap  — 9 

i ,1,    .p 
on  a 

{i  -\-  x)-^  ^=r  \  —  axX  -h  aiX^-\-.  .  .  -f-  (—  i)PapxP'\-. ,  ., 
et  pour  (X  =  i , 

Le   produit  des   premiers   membres   de    ces   égalités  est 
(i  -+-  x)~^^'*'^\  et  celui  des  seconds  membres  a  pour  terme 

général 

(—  \)P[i  4-  «t  -f-  a,  -}-.  .  .  -t-  ap)xP. 

On  a  d'ailleurs,  conune  on  sait, 

\  I  1.2  I .2.3 

fA(fz-hi)...(p-t-/7— l)__(p-H)(fx-4-2)...(u-i-^)^ 
1.2.../?  I  .2.  .  ./>  ' 

par  conséquent 

1.2 

+     —  i^^-^ '-^- ^ \ÏL—€J.xP^ 

I .2. . ,p 

Ainsi  la  relation  proposée  subsiste  quand  on  y  remplace 
fjt  par  (jt  -f-  1  :^  elle  est  donc  générale. 

Le  mode  de  raisonnement  qu'on  vient  d'employer  four- 
nit aussi  la  démonstration  immédiate  de  la  relation  (i). 

6.  Par  hypothèse,  la  somme  de  la  série  demeure  la  même 
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quand  on  remplace  par  des  zéros  les  quantités  Ad  ^i, .  • .  ; 
cette  somme  est  donc  égale  à 

a 


a  —  X 


Il  en  résulte  qu'on  a 


a  —  .T       X  a  —  X        XX  -h  ht   a  —  x 

1  = h- 


a  a  a  -r-  hy        a  a  -\-  h^  a  ~\-  h^ 

X  X  -\-  hx  X  -\-  h^    a  —  X 


•    •    •    • 


Or 

a  —  X  X  A-  hi        a  —  x  ar  +  A, 

—  =::  I —  9        ;-  =1 j 

a  -\-  fil  a  -{-  hi        a  -{-  n^  a-^  n^ 

et  ainsi  de  suite.  Si  donc  on  pose  généralement 

X  -^  hp 

a  -\-  hp  ' 

il  vient 

a  —  X       X 


I 


a  a 


H [i  —  a,  +  a,  (l  —  a,)  4-  «.a,  (i  --  a,)  -4-...J, 


ce  qui  est  évident. 

On  voit  par  là  que  la  série  proposée  n'est  autre  chose 
qu'une  transformation  de  Tidentité 

1  =  1  —  a,  H-  a,  (i  —  aî)-+-a,aj(i  —  a,)  -f-*».f 

OÙ  les  quantités  «i,  a,,  as,  . . .   représentent  des  fractions 
quelconques. 

7.  Le  rapport  du  terme  de  rang  ti  -h  2  au  terme  précé- 
dent est  égal  à 

a    • 

I  -f-  - 
n 


h'^^ 

I  -i-  - 
n 


et  tend  vers  x  quand  n  croît  indéfiniment.  La  série  est  donc 
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convergente  ou  divergente  selon  que  x  est  inférieur  ou 
supérieur  à  i .  Dans  le  cas  où  a:  =  r ,  le  rapport  précédent 
peut  s'écrire 


I 


h  —  a 
a  -^  n 


et  Ton  sait  qu'alors  la  série  est  convergente  ou  divergente 

selon  que  Km  n 1  c'est-à-dire  h  —  a,  est  une  quantité 

plus  grande  ou  plus  petite  que  i .  Si  h  —  a  est  plus  grand 
que  I ,  la  série  rentre  dans  la  formule  du  n**  6  et  a  par  con- 

sequent  pour  somme  -y 

Si  Ton  a  à  la  fois  a:  =  i ,  h  —  a  ==  i ,  la  série  est  mani- 
festement divergente. 

8.   i^Soit  a  >>  I.  On  a 


'fl+i 


<  •^"     A  -^  1 — ^  -4- . . .  -f-  , ^ — r 


et  Ton  sait  que  le  second  membre  tend  vers  une  limite  finie 
quand  n  croit  indéfiniment.  La  série  (i)  est  donc  conver- 
gente. 

Si  Ton  suppose  a  <<  i ,  comme  le  rapport tend  vers 

l'unité  à  mesure  que  l'arc  u  tend  vers  zéro,  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  qu'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  /i  à  partir 
d'une  valeur  ;?, 

sm >  h  — 


a  -\-  n  a  -\-  n 


h  étant  un  nombre  déterminé  plus  petit  que  i . 
De  là  résulte 

h  sin«  (  — ^— )  -H  sin«  ( — — ^— )  +  ...-+-  sin«  (  — ^  ) 
>  ^'^"     1 ^ — r  -^  1 ^- r»  -4- ...  H-  . ^ — r- 
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Le  second  membre  de  Finégalité  augmentant  sans  limite 
avec  71,  la  série  est  divergente. 

On  reconnaît  qu'elle  l'est  aussi  pour  a  =  i . 

2^  Soit  a  ^  I .  On  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  autres 
que  zéro, 

sin  f  — '- 1 

par  conséquent 


COS*|   - 

a 


ce  qui  démontre  la  convergence  de  la  série.  Si  Ton  suppose 
a  <[  T ,  on  a. 

la  série  est  donc  divergente  5  elle  Test  encore  si  a  =  i . 

9.  Observons  d'abord  qu'on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x  et  pour  les  valeurs  négatives  de  x  plus  grandes 
que  —  I , 

(A)  log(i  -f-  x)<^x. 

Cette  inégalité  résulte  immédiatement  de  la  relation 

e-'z=i  I  dz  jc  H I  =b  -    -f- 


I.2\    ""3^ 

H I  ± H-  .  .  . 

1.2....2/l\  2/l-i-ly 


On  tire  d'ailleurs  de  (A) 


1%'  (  >  +  73^  )  >  -^f 
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OU,  Cil  faisant  r  = 


X 

> 


I    X 

y 


-h.  . 


(B)  log(H-7)>  ,_^^. 

Cela  posé,  la  série  (i)  revient  à  la  suivante  : 
ilog(  .  +  tang'f)  +  i  log  ( ,  4- tang» -^ 
+  ^log(.  +  tang'^^)H-..., 

laquelle  est  convergente  en  vertu  de  (A)  et  d'un  résultat 
du  numéro  précédent. 

Quant  à  la  série  (a),  elle  est  divergente  (li*'  8),  car  les 
séries 


tang-9      tang î»--?      tang 


a  a  -\-\  a  -h  n 


tang(f)  tang(^)  tang 

(3) ^  9 ; ;-  ?  •     •  9 —  5  •  •  • 


\a-hnj 


3  '+^^[^)    •+t-%'(«-^„ 


sont  divergentes  Tune  et  l'autre,  et,  en  vertu  de  (B),  chaque 
terme  de  la  série  (2)  est  plus  grand  que  le  terme  corres- 
pondant de  la  série  (  3  ) . 


10.  Soit 


(»)  jr=\  sin [a -h pv.). 


p=o 


Le  produit  d'un  sinus  par  un  cosinus  étant  facilement  trans- 
formé en  une  somme  ou  une  différence  de  sinus,  on  conçoit 
que,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par 
2  cosôf,  on  puisse  faire  apparaître,  dans  le  second  membre 
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de  la  nouvelle  équation,  la  quantité  inconnue  j*.  On  trouve, 
en  effet, 

(7.)     ^y  ces»  =7  sîn(<2  -4-/>-f-  la)  -f-  7  sîn(£i  -f-p  —  i  a). 


|i  =  o  ^=ro 


où  la  première  somme  du  second  membre  représente 


y  -+-  sin{a  +  /ï  -t-  I  a)  —  sina, 
et  la  deuxième 

y  —  sin  (a  -4-  «a)  -f-  sin  («  —  a). 

L'équation  (a)  nous  conduit  alors,  après  des  substitutions 
évidentes,  à  la  relation 


.     71  ^  I 

sin a  ,  , 

2             .      /           /ia\ 
y  — sm  \a  -\ . 

sm  -  ^ 

2 

On  trouve  semblablement  que  la  seconde  somme  est  égale  à 

.    /i  -+- 1 

sin a  , 

2  [  noL 

ces     a  -f-  — 


.a  \  2 

sm- 
2 


On  obtiendrait  par  le  même  procédé  la  valeur  des  sommes 

p4i  p4î  (n0  24). 

11.  Pour  établir  la  convergence  de  la  série  (  a©  ),  il  suffit 
de  montrer  que  la  somme 

est  aussi  petite  qu'on  veut  pour  m  suffisamment  grand, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  p.  Or  cette  somme  n'est  qu'une 
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partie  de  la  suivante  : 

|- 

qui  est  moindre  elle-même  que  la  somme 

HC^+O  _4_  HC"-»-»)  -f- .  .  .  -+-  W"'-^P'>  ; 

et  cette  dernière  est  aussi  petite  qu'on  veut  à  cause  de  la 
convergence  de  la  série  (  A) .  On  établit  absolument  de  même 
la  convergence  des  séries  (  "i  ) ,  (  m,  ) , . . . ,  (  u„  ) . 
Cela  posé,  on  a  les  équations 

dans  lesquelles   p^^\  p^*^,  p^'""*^   désignent  des  quantités 
aussi  petites  qu'on  veut  quand  n  est  suffisamment  grand. 

On  peut  donc  supposer  chacune  d'elles  moindre  que  —  » 

e  étant  très-petit  et  m  très-grand. 
On  a  de  même 

^  V,  :^  «,  H-  u^l'  -I- ...  -1-  «\'"-*^  -f-  a., 

chacune  des  quantités  a  étant  supposée  plus  petite  que  -  • 
Il  suit  de  là  que  les  deux  sommes 

H(o)  M-  H(«)  -+-...-+-  H('"-'\     Vo  -h  V.  4- . . .  -h  V„_, 
ont  une  différence  qui  tend  vers  zéro  quand  m  et  n  croissent 
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indéfîniment  \  la  limite  de  la  première  est  donc  aussi  la  li- 
mite de  la  seconde.  c.  q.  f.  n. 

Dans  le  cas  où  les  termes  sont  quelconques,  et  sous  la 
condition  énoncée,  on  voit  que  la  valeur  absolue  de  la 
somme  u^,'"'*"*^  -f-  uS^"^*^  -h  ...  -h  u^^'*'^^  est  toujours  moindre 
que  la  valeur  absolue  de  la  somme  (B),  inférieure  elle- 
même  à  celle  de  l'expression 

^{m+i)  _^^im^i  -h  ...  H-  HC"-^/'), 

0  0  0  ' 

et  l'on  sait  que  cette  dernière  tend  vers  zéro,  quel  que 
soit  p^  à  mesure  que  m  croit  indéfiniment.  De  là  résulte 
cncorfe  la  convergence  de  la  série  (^o)î  et  Ton  arrive  de  la 
même  manière  à  celle  des  séries  (mi),  (w,),.  .  .,  (w„).  La 
démonstration  s'achève  comme  dans  le  premier  cas. 

Le  théorème  subsiste  évidemment  lors  même  qu'on  sup- 
pose quelques-unes  des  séries  (C)  ou  (D)  composées  d'un 
nombre  fini  de  termes.  Chaque  série  de  cette  espèce  peut 
en  effet  être  considérée  comme  une  série  convergente  indé- 
finiment prolongée,  mais  dans  laquelle  s'évanouissent  tous 
les  termes  dont  le  rang  surpasse  un  nombre  donné. 

Ce  théorème  important,  dû  à  Cauchy  [Anal,  algéb,^ 
p.  537},  est  utile  dans  la  recherche  du  développement  des 
fonctions  en  séries.  [J^oir  §  VI.} 

12.  L'expression 


/ 

( 


7.x  \~* 

1 cos  a        9 


nx 


dans  laquelle j  est  moindre  que  l'unité,  peut  se  déve- 
lopper en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissance  i 
croissantes  de  cette  quantité,  ce  qui  donne 


x=. 


(i)  j^  =  \  (2a?cosa)^(i -f- a;^)~^^+'^ 


• 
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On  a  aussi  (n°  5) 

(2)    (i-i-x')-a-»->;r^i-(x-f-i)x»H-...-h(— i)/'^^"^^Wv-i-'.... 

Or  les  séries  (i)  et  (2)  sont  convergentes,  et  la  seconde  ne 
cesse  pas  de  l'être  quand  on  y  donne  le  même  signe  à  tous 
ses  termes;  il  suit  de  là  (n°  11)  que,  si  Ton  développe 
chaque  terme  de  la  série  (i)  en  une  série  de  la  forme  (2), 
la  série  nouvelle  à  laquelle  on  arrive  en  ordonnant  les  ré- 
sultats obtenus  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  est 
aussi  convergente  et  a  pour  somme  j^.  Il  faut  donc  calculer, 
dans  chacune  des  séries  que  renferme  Téquation  (  ij ,  les 
termes  où  la  lettre  x  est  affectée  d'un  même  exposant.  Or 
le  terme  général  du  développement  qui  répond  à  la  valeur  X 
étant 


{icosaLf[—\)p{^'^^\x'^-^'P, 


on  voit  que  les  puissances  de  x  que  ce  développement 
contient  sont  de  même  parité  que  X.  On  est  donc  conduit 
à  chercher  séparément  le  multiplicateur  de  j:'"  et  celui  de 

Dans  le  premier  cas,  posons 

X  H-  2/?  =  2/2,       >rr:2fji,       d'oÙ      p  =  Tl  —  fX. 

Le  terme  général  devient  alors 


(  —  lY-v-  *    )  ( 2 cosa)'»* A^«, 

\n  —  if.j 


•   A     • 


qu  on  peut  aussi  écrire 

d'où  résulte 

A.  =  (-  .)'2;t-  •)"  ("  '^J')  (2cosa)'^ 
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Dans  le  second   cas,  on  pose  dans  le  terme  général 

A  4-  2p  =:  271  H-  I  ,     X  =  2fX  -f-  I,    Ct  Ton  tFOUVC 


|i=n 


A,„^.  =  (- I)«^(-  I)^  ('^^^'^^'^  '  j  (2COS«)'^- 

i^=°  (n**  24). 


13.  On  a 


sm  9,  a 
cosa  =  --; — 5 
2Sina 

a  sina 

ces  -  = 5 

2  .    rt 

2sin  — 

2 

sm- 
/z  2 

CCS  -7  r=  9 

4  .     " 

2  sm  , 

4 


sm 


a  2«-' 

CCS  —  = : 

2"  .     a  ' 

2sm  — 
2" 


et.  par  suite, 


(.)  p„= 


\2"/  sm2<i^ 


.     a      la    ' 
sm  — 
2" 


d'où  résulte 


,.     ^        sin2a 
Irni  P„  = 

2« 


La  considération  de  cette  limite  s'est  présentée  à  Vîète 
[OEuvrcs,  p.  4oo))  à  propos  de  la  surface  du  cercle.  Il  a  été 
conduit,  en  effet,  à  la  relation 

^Vu_ I - 

S*  A         A  A 

cos  —  cos  -^  • .  •  cos  — 

2  4  ^^ 
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OÙ  S j«  ^  désigne  la  surface  du  polygone  régulier  de  2" .  A  côtés , 
et  A  Tangle  au  centre  du  polygone  régulier  de  k  côtés. 

14-.  i"  On  a  évidemment 

(l  —  ««+,)  (l  —  tt„_j.2)  >  I  —  ««+,  —  £/„,+,, 
(l  —  «„+,)  (ï  —   l/^^_2)  (l   —    W,„+3)  >  I   —   U^^^   —  I/„^.2  —   W^^.3, 

• î 

A;,  >  I  (  tt„^i    -h   tt„^.2  +  .   .    .  +   Wflu-;,). 

Or,  la  série  (i)  étant  convergente,  on  peut  prendre  m  assez 
grand  pour  qu'on  ait 

et  étant  aussi  petit  qu'on  voudra. 
De  là  résulte 

A.p^i  —  a. 

2?  On  peut  poser 


d'où 


I  -+- 

f/ï  — 

I 

«A 

I 

n' 

t'A—- 

I  -f-  «'A 

<"a; 

par  conséquent, 

Xi  —  //«,+,)  ( I  —  WflH-2) . . .  ( I  —  //m^;,)  ; 
par  suite, 


B/.<      ' 


I  —  a 


15*  1^  A;,  décroit  à  mesure  que  n  augmente^  il  suffit 
donc  d'établir  que  cette  quantité  ne  décroit  pas  indéfini- 
ment. Or  on  a 

A„rr:(l—  Ko)(l  —  «1).  •  .(l--««)(l—  /'«h-i)  (  I  —  ««i+î)  •  •  •  (  I  —  ««) 
=r  Al,,  (  I Wfl,^.,)  (  I  —  W«4.,)  .  .  .  (  I  —  "n), 
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et,  d'après  le  numéro  précédent^ 

A„>A«(i  —  a), 

a  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  veut  pour  m  suffi- 
samment grand. 

2°  On  voit  de  même  que 

B«  — B«(i  -I-  l/«^.,)  (l  -\-  l/„^.,).  .  .(i  -^  tt„), 

et  comme,  pour  m  suffisamment  grand,  le  multiplicateur 
de  B,„  est  moindre  que •>  on  a 

*■        I  —  a 

!>«<. » 

I  —  a 

c'est-à-dîre  que  B„,  qui  croit  sans  cesse  avec  n^  ne  croît  pas 
sans  limite. 

16.    On  voit  sur-le-champ  que  B„  croit  indéfiniment 
avec  72,  car  on  a 

B„  >  I  -f-  tto  4-  wi  -+- . . .  H-  «« 
et,  par  hypothèse,  la  quantité 

croit  indéfiniment  avec  tz. 

Quant  à  la  limite  de  A« ,  si  Ton  pose 


I 
i-f- 

1  —  UH 

«'A, 

d'où 

Uh        ^ 

>«A, 

on  peut  écrire 

—  zn:  (H-  P,)  (l  +  V,).  .  .(l  -f-  Vn)>[\  +  «o)  ('  "^  «i)  •  •  -(l  -+-!/«). 
Aa 
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Il  résulte  de  là  que  — -  croît  indéfinîment  avec  «,  c'est- 

à -dire  que  A„  tend  vers  zéro. 

17.  Oh  a  les  égalités  suivantes  : 

m        m{m  —  i) (m  —  i)  (/w — 2) 

•I  1.2  1.2 

[m  —  i)(m--2)       m[m—\)[m — 2) •    {m  —  i)[m — i){m — 3) 

1.2  1.2.3  1.2.3 


1.2.  .  ,[p  —  1) 

m{m  —  \)...[m  —  p^i) 
1.2.  .  ./? 

[m  —  Ol'w  —  2).  .  .[m  — p) 


'  1.2.  .  ./? 

La  valeur  absolue  du  second  membre  de  cette  dernière  éga- 
lité est  celle  du  produit 

-'      (-?)(-?)  (■-?)-;(-7)' 

et  tend  vers  zéro  lorsque  p  croît  indéfiniment,  quel  que  soit 
le  nombre  positif  m  (n°  16). 

Quand  m  est  négatif,  les  égalités  précédentes  subsistent 
encore,  et  la  somme  des  p  H-  1  premiers  termes  de  la  série 
est  représentée  par  Texpression  (2),  dans  laquelle  on  rem- 
place m  par  une  quantité  négative.  On  sait  d'ailleurs  (n°  16) 
que  dans  ce  cas  le  produit  (2)  croît  indéfiniment  avec  p. 

18.  1°  Soient  S  la  limite  de  la  série,  S„+î  la  somme  de  ses 
n  -H  I  premiers  termes  •,  on  peut  écrire 

/ IH- tt,  H- w . H- .  .jjj^w^ 
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par  suite, 

s=(i-t-«,)('«  +  — -Ui+ — "^ — V-- 

XI  1  + 


I  H-  tt|  +  .  .  .  -f-  £/n-i 

c'est-à-dire  que  le  produit 


ou 


^m 


Un 


I  -+-  Wi  -f-  .  .  .  4-  W/i- 


converge,  pour  n  croissant  indéfiniment,  vers  la  même 
limite  que  la  série  proposée.  On  voit  d'ailleurs  que  la  con- 
dition de  convergence  du  n°  15  est  ici  satisfaite. 
tP  Si  Ton  compare  le  produit 

au  second  membre  de  Téquation  (i),  on  en  conclut 

»'i  =  «1  »     t'a  =  — ■ 5      «^3  =  --  ; ; ? 

1  -h  «,  I  -H  Wi  H-  Wa 


V. 


Un 


'»» 


I  H-  «1  -h  ...  -f-  w„_t  ^ 

par  suite, 

et  généralement 

«„=r  (l-hr,)(H-f',).  .  .(l-h  fn-O^'», 

ce  qui  donne  une  série  convergente  comme  le  produit  d'où 
on  l'a  tirée. 
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19.   1°  Posons  ridentîté 

Si  Ton  y  remplace  z  par  xz^  ridentité  subsiste  encore,  et  il 
en  résulte 

(  i-f-  A ,  3  -f-  A  5  z^  + . . .  -  H  A„  2"  )  (  I  -f-  JT"-^  •  z  ) 
r=I-h  AiXZ  -h  A^X^Z'-]-  .  .  .-f-  A„.r"z"(i  -{-  xz). 

Égalant  les  coefficients  de  ^'^  dans  les  deux  membres,  il 
vient 

An  ^"  ~T~  ■*».n  _|  X"  '. .  An    -1~   An_  {  X  ^ 

d'où 

XP  —  .r"-*-' 
A„  :=n  -—  An— 1  9 

'^  I  —  xP         '^ 

et,  par  suite, 


An  = -—    •   •    •   -—  • 

^  I  —  X  I  —  x^  I  —  xP 

2°  Si  Ton  fait  croître  n  indéfiniment,  Ap  a  pour  limite 
l'expression 


(i  — a:)(:  —  a;^).  .  .(i  —  ^Z')  ^' 

laquelle  diflfère  de  Ap  d'aussi  peu  qu'on  veut,  quel  que  soit 
le  nombre  déterminé  p,  pour  n  suffisamment  grand.  On 
peut  donc  poser  Tégalité 

a=  p  az=ip 

(i)  yB«z«~y  A.3*-f-e, 


«r=o  a  =  o 


e  étant  un  nombre  positif  très -voisin  de  zéro.  Observons, 
en  outre,  que  le  premier  membre  de  cette  équation  tend 
vers  une  valeur  déterminée  quand  p  croit  indéfiniment, 

puisque  le  rapport  -~^  tend  vers  zéro  dans  le  même  cas. 

Bj, 

On  a  aussi,  pour  p  suffisamment  grand  et  quel  que  soit  n, 
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supposé  toujours  plus  grand  que  p^ 


a  =  p 


(-)  J 


AaZ*:--limP^   !-  6. 


a=:o 


$  étant  aussi  petît  qu'on  voudra.  On  conclut  des  relations 

(i)et(2) 


«::r:  OB 


•■=2 


limP„=  >  B.z«. 


a' 
a  =  o 


20.  La  formule  de  Moivre  conduit  à  la  relation  connue 

(m\ 
]  cos"''"'^  sin'jT  -f- . .  . . 

En  y  supposant  m  impair,  elle  prend  la  forme 

(  I  )        sin  m  or  z=r  m  sinx(i  -\~  02  sin*  j:  H-  .  .  .  -+-am._t  sin"*"'  a:  ) 

ou  celle-ci  : 

( 2 )  sinmx  =  m  cos^'x  tang^ ( i  -f-  b^  tangua; 4- ...  -4-  b^.^^  tang"*~ ' x) . 

Or,  si  Ton  pose 

sinx  =jr    et     sin/wa?—- ^(  r), 
Téquation 

admet  m  racines^  qui  sont  les  sinus  des  arcs  suivants  : 

o,     ±-,      dz — ,      ± ^ 

m  m  1       m 

par  suite,  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

sin'.r  \    /  sin^x 


ûunix  m:  H  sina:  /  i  — 


sin*—  /  \  sin*2  — 

m  /    \  m 


ûd}x        ^ 
X  /  1 


sm* — 

2       m 


Frenet.  —  Recueil. 
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Pour  détermîner  H,  il  suffit  de  remarquer  que,  si  Ton  fait 

j:  =r  o,  on  a 

__       ,.     sin/w^        -.      sinmx     .t 

H  =  lim  — ; =  lim : —  m  --  /w, 

sina:  mx     sinx 

d*où  résulte  la  relation  (A). 

On  arriverait  de  la  même  manière  à  Téquation  (B). 

21.  Les  inégalités  (C)  peuvent  s'écrire 

sm{a-{-h)  —  sina        h        ti\Tig(a -+- h) — tanga  ^      h 

: <C.  -  >      : S>  ~^ 

sina  a  tanga  a 

ou  bien 


,    h        I         h\  ^h    , 
a  sin  -  ces  \a  -\ )  <!  -  sma, 

2  \  2/2 


atang^[i  -h  tangatang(a  -h^)]>>  ^tanga; 
et  sous  cette  dernière  forme  elles  sont  évidentes,  car  on  a 

sin-<^-j  â5cos«<<sina,  tang^>A,  a(i -h  tang*«)  ^  tanga. 

Elles  s'établissent  aussi  très-simplement  par  la  Géométrie. 
Cela  posé,  de  l'identité 


sin^  2  — 
m 


X  /  1  — 


sin^r 


sin^ — 


2       m 
on  tire 

(i)        sinz=r /wsin  —  (i  —  w,)  (i  —  w,).  . .  /i  —  «/«-A 

en  faisant 

sm'  — 
m 

mx  zn  z,       zn:  w„. 

sin^/z  — 
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Supposons  Tare  z  compris  entre  les  valeurs  m:  et  (n-|-i)7r, 
n  étant  plus  petit  que  m;  on  peut  prendre  m  assez  grand 

pour  que  —  soit  moindre  que  -  •  Par  suite,  et  en  appliquant 

le  premier  lemme,  on  a 


d'où 

(tt,  —  r)(i/j—  1). . .(««  —  i)(i  —  «„^,).../i  — «^^__^ 


<,5-. 


z^ 

X  ■ 


m  —  I 


et  enfin 

(-!)''sinz<(- i)«zli-^)  (1- 


T' 


TT*/     \  4^^^ 


•     • 


X       I  — 


[■~(=^)v.]- 


Le  second  lemme  conduirait  de  la  même  manière  à  la 
deuxième  inégalité. 

22.  Le  numéro  précédent  fournit  les  deux  inégalités 


(—  I  )«  sinz  < P,     (  —  i)" sinz >  P  ces'"  — , 

m 


OÙ  Ton  a 

Pi=(- 


(^0«^(i-S)  (-^)---  p-/.n-.y3 
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m  représentant  un  nombre  impair  quelconque  aussi  grand 
qu*on  voudra.  Or,  si  Ton  fait  croître  m  indéfiniment,  P  a 

une  limite  (n**  IS).  D'ailleurs  la  quantité  variable  cos"*  — » 

toujours  moindre  que  Tunîté,  s'en  approche  indéfiniment, 


car  on  a 


cos"^  —  =  (  I  —  sin'  —  1  2>  ï  —  'w  sin*  —  > 
m        \  mj  m 


ou 


,  sin'  — 

z  V         m 


ces*"  —  >  I 


m  m  i  z^"^ 


m 


et  le  second  membre  de  cette  inégalité  est  aussi  voisin  qu'on 
veut  de  l'unité,  pour  m  suffisamment  grand.  Il  suit  de  là 
que  ( — i)"sin-2  est  compris  entre  deux  quantités  variables 
avec  m  et  ayant  la  même  limite  ;  on  en  conclut  donc 

( —  i)"sinz  =::limP, 
ou 

7^\     l  Z^    \     /  z' 


smz  =  z     I 1 r-z.         I  — 


îT^/  V        4^^^/   \       9^^/ 


Pour  tirer  de  là  cosz,  il  suffit  d'observer  qu'o^  a 


s,n2z=2M,--,l  li-|J)  i^-ti'-' 


X     I 


r. ^^L-ir. ^^1 

L  (2«-l)'^'JL  (2«)»,r'J 


«n^=-('-JJ)('-|J)('-|ïr)-[>-(^] 

d'où,  en  divisant  ces  deux  inégalités  membre  à  membre, 

eos.^(,-^')(.-i|)...[.-^^].... 
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23*  Si  Ton  déduit  des  relations  proposées  Texpression  de 

cos(.rH-/2A)  -hism(x  -\-nh)  =:(cosj:-4-  /sinar)(cosA-|-  /sio^)", 

on  trouve,  en  posant  pour  abréger  21  sin-  =  a, 

cosa:  -f-  /  sin  JT  +  (      ]  a    ces  f  jr  H J  H-  /  sin  (  j:  H —  j 

-4-  (      j  a'    ces  I  a:  -f-  3  -  j  -f-  «sin  fj:-4-3-||-l-... 
rrr(cosar+/sin.r)     H-  f '^  |  a^/-^- ( '^  j  a'tt'-}-  (  ^ja'tf'H-...  U 

u  désignant  le  binôme  cos  — h  i  sin  -  • 

U  suit  de  là  qu'on  doit  avoir  Tégalité 

(cos A  -h  /sinA)''^:  (i  +  att)", 
ou  bien 

relation  qui  est  manifeste. 
24.  Posons 

u  =  \  a:Pcos(a-hpct)^     vz=\  ,TeP  sm(a -+- pa); 

p=zo  p=o 

on  tire  de  là 

p-n 

U  -{-  i{f=z\  ûcP{cosa  +  ^sinâ^)  (cos/>a  -f-  isinpa.) 

p  =  o 

p  =  n 

=  (cosa  -H  isina)  \  [a:(cosa  -h  /sina)^. 


cosh  -h  i  sinh  :=  i  -h  21  sm  -    cos  — h  '  sm -  1 9 

2  V       2 


J 


no  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

La  dernière  somme  est  celle  des  termes  d'une  progression 
géométrique,  et  elle  est  égale  à 

j:"-^-'(cosa  -f-  /sina)"-^'  —  I 
X  (cosa  -f-  i  sina)  —  i 

expression  qui  peut  aussi  s'écrire 

|j:""*"'[cos(/i  -+-i)a  -f-  f'sin(/ï  -+-i)a]  —  ij  (xcosa —  i  —  ^2  sin ot] 

-— --^^■^— -^— — ^■^^^-^^>^— ^^— — — ^■^— ^^■^-^— — ^^^^— — ^^^^— ^-^^— ^— — ^■^^_— ^_^__^_.  • 

1  —  2.x  COS  0L-\-  X"^ 

On  en  tire,  après  l'avoir  multipliée  par  cosa  -|-  i  sina, 

jr"-*-^cos(a-hwa) — jr""'"'cos[a-f-(/z-hi)a] — xcos(a — a)+cosa 

I  —  2xcosa-hj;'  ' 

x^^smia-^na) — a:""*'*sin[û!-i-(/2 +  i)aj— j:sin(a— a)-f-sina 

. -_ -zzrp. 

I  —  2.r  cosa  -1-  x^ 

Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  u  et  i^  n'ont  de  limite 
finie  que  lorsqu'on  suppose  x  <^i.  On  a,  dans  ce  cas, 

cos«  —  j:cos(a  —  a)        ,.  sina  —  xsmia  —  a) 

hm u  = ^ )      limp  = ^^ — i  . 

I — 2a:cosa -f- A'^  i  —  2J:cosa4-a:* 

Remarque.  —  Le  dernier  résultat  conduit  à  celui-ci  : 

.rsina  .  ,     . 

■ =  X  sma  +  ...-{-  .r"sm2/2a 

I  -^  2.rcosa  -f-.r^ 

-f-  -c2«+'sin(2«  -+-  i)aH-. . . . 

En  le  rapprochant  des  formules  trouvées  dans  le  n**  12, 

on  en  déduit 

sin2/2a  =  A2n_i  sina, 

sin  (  2  /î  H-  I  )  a  =  A,„  sin  a  ; 
et  par  suite 

H:=n  —  1 

sin2«a=  (--i)"+'sina     >    (-- i)t*  (  '^ '^"  ^   )  (2  cosa\*''"*'\ 
sin(2/i-hi)a=  (— i)''sina  \  (— i)^(     ^  ^  j(2 cosa)*!*. 


u  =  o 
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§  II.  —  Différentiation  des  fonctions  explicites 

d'une  seule  variable, 

dy 
26.^-"'-" 


<^      dy  à* 

27.  —  =r  . 

28.  ^  =  ^  b'x'(a  -f-  6:rf  i 

29.  4-—-  f^'-^Ha-\-bx)    ^ 

30.  En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et 

dîfférentîant  ensuite,  on  trouve 

df  {x-iY  ^ 

5--; f- Tl(-'-7.^-+-i). 


[x  ~i)»(^— 3) 

Il  est  souvent  commode  d'opérer  comme  dans  cet  exemple, 
lorsque  la  fonction  est  un  produit  de  facteurs  élevés  à  des 
puissances. 


31.    <r^      ^\      r(-^^3)M 

dx         (.r  4- 2)*  L    ;r -f- I     J 

32.      %  =  [a-V-bx-^x^y\ 
dx 


33. 

34. 

dx                     1 

dx                .              f 
x[\       x-^y 

dy             I 

dx        X  log  jr 
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35.  Soit 

^  =  log,.r  =  log(Iog,jr), 

d'où 

^  _  l . 

dr        j:loga?log»a?' 

et  généralement 

€/(log„ar)  I 


dx              X  log j:  log,ar .  .  .  log^, 

36. 

dy              ^a? 

%J\f0 

dx        {5x  — 4)' 

37. 

dy                 l 

dx            a:2(i-t-a)» 

38. 

dy               I 

39. 

dy                I 

^          1               ,\T 

40. 

dy                 I 

^X            «  -h  6  COS  JT 

M. 

dy           1 
rfx        cos  a: 

42. 

dy        cos^a: 

«ir        sin'x 

43. 

.,    .    —    — — c 

rfa:        2  a  -f-  ^  cosjp 

44. 

dy                 /          ,               sinjrX 
—        x*'°*  (  cosa?  logx  H j  • 

&>t 

dy        \  [  X  -\r-  a\^ 
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46.  Les  trois  parties  dont  l'expression  se  compose  ont 
respectivement  pour  dérivées 

jc(i -4- 4  sin^j?)       4'^(' "^  ^siri'x)  Sjt 

5  cos*x  1 5  cos*.r  1 5  cos'x 

m 

dont  la  somme  se  réduit  à 


ces*  07 


a 


d,nc 


2sin»x(i  — «?    »*°^)    ['— (»— ^    **"'/   J 


48.     %  = 


d.T        a -i- ôcosJ: -h  ccos2or 

49.  La  fonction  j?„  tend  vers  une  limite  finie,  car  en  dé- 
signant par  ^1 ,'  ag, . . . ,  a^  les  exposants  de  x  dans  x^^ 
a?a, .  .  . ,  j:„,  on  trouve 


a-t  l  I 

P<1  \  PQ  P 


—  aAl-A. ) 

V        PQJ 

^7 


La  limite  de  a„  étant 5  il  en  résulte  que  Xn  tend  vers 

va  —  I  ^ 


q  -l-i 


a:'"?""',  dont  la  dérivée  s'obtient  immédiatement. 

50.  H  suflSt  de  différentier  par  rapport  à  x.  On  obtien- 
drait de  la  même  manière  la  relation  (1),  en  partant  de  la 
relation  (2). 

51.  Qu'on  fasse  x  =  0  dans  les  relations  du  numéro  pré- 
cédent, puis  qu'on  y  remplace  h  par  x  ;  en  difl'érentiant  les 
résultats  obtenus,  on  arrive  aux  formules  à  démontrer. 
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62.  Il  suffit  de  diii'érentier  deux  fois  de  suite  la  relation 
qu'on  trouve  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  Téquation  donnée. 

53.  On  remplace  a  para:  dans  Téquation  (i)  du  n**  13 
et  Ton  opère  ensuite  comme  dans  le  n°  52.  Si  n  croit  indé- 
finiment, on  a  deux  séries  convergentes  dont  les  limites 
sont  respectivement 


I  g  , 

-  —  2C0t2r,       ^H-4c0t'2jr 


S III.  —  Dérwées  d'ordre  quelconque. 


54.  ~^^={-'bYp{p  —  i){p  —  i)„.{p  —  n^i)[a  —  bx)P- 

d"Y  [  TT  \ 

55.  -; — :=  a"  cosiax -\- n-\  • 

dx"  \  Il 

dJ^Z  (  77 

— -  =rr  a'^  sm  \ax  -\-  n- 


I  -f-C0S2.r 

5o.     cos'x  = 


o  ' 


d  où 


d'^Y  I     ^"00820; 

•^     ^  -  =  2"-*  COS 


dx"         2         dx"" 

On  déduit  de  là 


(2X+«:y      _ 


; =  —  2"~'  COS     2 X  H =rr  2"~*  Sm     2^  H n 

dx"  \  1   )  \  2 

57.  On  sait  comment,  au  moyen  de  la  formule  de  Moivre, 
on  exprime  les  puissances  entières  de  sinj:  et  de  coso:  en 
fonction  des  multiples  de  Tare  x»  Les  résultats  auxquels  on 


SOLUTIONS.  70 

parvient  peuvent  s'écrire 

hz=fp 

(1)  2VsinV:r  r=  (  —  i)/'V(^  l)A  f^  J  COS  (  2/?  —  2  A  )  jr, 

(2)  2V+'sinV-^*j:  =  (— i)^y(  — i)*r^r^' jsin(2/7-f.i--2A)x, 

h=zo 

kr.p 

(3)*  2''C0S'*X=:N  (  ^  I  COS(/?  —  lh).T. 

La  dernière  formule  donne,  en  ayant  égard  au  n^  55. 


dv^ 


=  iX©  ^^  - '*^'*="'*[(^  -  "^^'-^  t] 


Si  la  fonction  proposée  était  sin^'j?,  les  relations  (i) 
et  (2)  conduiraient  à  deux  formules  analogues,  Tune  ré- 
pondant au  cas  de  l'exposant  pair,  Tautre  au  cas  de  l'ex- 
posant impair. 

58.       -J^  ==:(—  !)'»-•  (/l  —  l)(/î  —  2)...3.2.IJ:-". 

d.v        {i  —  x)* 
et,  par  suite, 

d^Y  ^"-'(1  —  j:)-*  /z(/i —  i).  .  .3.2.1 

=  2  : : =r  2 


«-J-I 


dx^  dx**-^  {l  —  x) 

dy 

60.     -r-  =^''***'rcos(A*sin0)cos0  — sin(^cosô)sinôl 
dv  L       N  / 

zrr^*^o»«cos(xsinG  4-  0); 

— -  z=r^«>»*cos(j:sine  -4-/10). 
dx"" 

d"z 

dx"  ^  ' 
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61.  On  a  identiquement 

^"'[008(^0:  -4-  c)  H-  I  sin(6.r  -h  c)]  z=  <?«'+' (*'-Hr)^ 

Appelons  u  le  premier  membre  de  cette  égalité,  il  vient 


Posons 


(a-f-  6/)''^'+K*J^+c). 


a  b  ,  ' 

1-  rzr  CCS  a,      j  =  sma; 

la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

d^u  - 

-- —  =  {a* -h  b^y[cos{na-\- isinna)] 
dx^ 

X[cos(èa;-f-c)-h  ism^bx-^  <^)]^'« 

Si  Ton  remplace  maintenant  u  par  sa  valeur  et  qu'on  iden- 
tifie les  parties  réelles  dans  les  deux  membres,  ainsi  que  les 
parties  imaginaires,  on  trouvera 

d"\  &"  cosib  X -^  c)'\        ,    ^       ^.J  ,^  ^ 


^.r» 


z:^  (a'H-  è')*tf«'sin(6a7H-  c -4-  «a). 


62.  Si  Ton  désigne  par  m  et  v^  deux  fonctions  de  a:,  on  a, 
d'après  le  théorème  connu  de  Leibnitz, 

d'^uv  d'^u  dv  d'^-^u         n(n  —  i)  d^v  d^-^u 

—  p u.  n  ' 


dj^  da^  dx  d,r^-'  1.2         dx^  dx^^^ 

En  l'appliquant  ici,  on  trouve 

d'^X  d''(a-hbxy  d"-Ua-hbx)* 

— —  z=  X  — ^^ — ; i h  n ^^ L., 

dx"  dx^  £/jt«-»  ' 
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et  en  vertu  du  n**  54., 


^  l  2  )        ^^^  —  2)  •  •  •  (/^  -  2'i  ^-  4) 


63,  En  appliquant  le  théorème  de  Leibnitz  (n°  62)  et 
supposant  que  p  n'est  pas  un  entier  inférieur  à  /i,  on  a 


avec  la  relation 

A  ^=p{p  —  !)...(/?  —  /2-+-i)(i  —.x)PxP-\ 
Si  n  =  p^  l'expression  devient 

1.2.3.  .  .(/?  —  l)p\  (l  —  a:)/'—  (       )  (»  —  •rjA'-'x 

64..  Eu  faisant  sur  p  Thypothèse  du  n*"  63,  on  a 


d'*r        .  Ti  ( '^\  l P  —  «  -t-  I \ ■"*       i  fn\  I  p  —  n  -\-  i\~^ 

dx 


avec  la  relation 

A=: p{p  —  i)[p  --  2] .  .  .(p  —•  n  -h  i).tP-\ 
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Si  n  =  p,  l'expression  devient 


p 

3 


f*       \^/  J 

65.  Dans  l'hypothèse  du  n°  63  et  observant  qu'on  a 

X"  L  \\Jp  —  n-irib  +  x 


n\  q(q  -h  i) (a  -^  xV 

2/  (/?— /2-f-i)(/?--/i-h2)  [b  -i-.r)2 

OÙ  l'on  a  fait 

(a  -h  JTJA'-» 

66.     y  ^=^  (^'  cosbx) , x/*. 

En  posant 

b 

—  z=z  lança, 

et  ayant  égard  aux  n°*  61  et  62,  on  trouve 

dx'*  ^  ' 

X    a:Pcos(ftx  H-  72 a)  H-  (       )/?x/'-'  ^ î^ — — ! 


...J, 


\ 


{a^^b'^y 


H- 


ln\  ,cosr6.r-h(/i  — 2)al  1 


En  opérant  sur  l'expression  a:Pef*+*'^'*',  on  obtiendra  à  la 
fois  le  résultat  précédent  et  celui  qui  convient  au  cas  où 
%\XLhx  remplacerait  cosij:  dans  la  formule  considérée. 
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67.    X=  —  [ — V--+- 


2a  \a  —  bx       a  -4-  hx 
par  suite, 


Si  n  est  pair*  on  peut  écrire 


ô  \\a  —  hxY^^  "~  (a  -f-  6j:)«+>J 


et  si  72  est  impair,  on  a  la  formule 

^J-  1.2.3.  .  .W^""^' 


1.2.3.  ..w^«-*-'V   *  /  ^^  +  1  \        A     ,  / 


J.2A-I-I 


On  peut  appliquer  ici  la  relation  du  n°  83. 

68.    r  =  -V  r — \ ^r-1  • 

En  opérant  comme  au  numéro  précédent,   on  trouve 
pour  n  pair 

n 

c?.r»         (a'—  62^:3)"+'^^  \2A  +  1/  * 

et  pour  71  impair, 

w  — 1 

69.  On  obtiendra  les  formules  demandées  en  rempla- 
çant b  par  ib  dans  celles  du  n"  67  5  mais  on  arrive  à  des 
résultats  plus  simples  en  posant 

a^ -i- b^x^        na  \a — ibx       a-^ibxl 
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d'où 
dy  _      i.o.,..nb'^r  i .    /_,u l T. 

Si  ron  fait  a  =  rcos^,  bx  =■  rsîncp,  le  second  membre 
devient 

1" ^j^p^  [cos(/i  H-  i)<p  4-  f  sin(«  -4-  1)9 

H-  (— i)''cos(/i-hi)(p—  (— i)"/sin(«H-i)<p]. 
Il  en  résulte  pour  n  pair 

d^Y        ,         ,?       1.2.../?^"  r,  ^  bx'X 

-^^{-lY ^ÏÏ^^H  («-{-Oarctang—    , 

et  pour  n  impair, 

d"r        ,        r^       l, ->.,,, nb"         .    r,  ^  bx'] 

^^==(-0       T^sin    {«-+-Oarctang—     . 

On  peut  aussi  obtenir  une  formule  unique  pour  les  deux 
cas  ;  çn  posant  en  effet 

■     ^  ■  /    ' >    \ , 

à^  -H  ^^ j:'        2a/  \bx  —  ai        bx  -f-  ai) 

et  opérant  à  peu  près  comme  tout  à  Theure,  on  trouve, 
quel  que  soit  n, 

d"Y        /        .„        i.2.../î6'»         .    r,  ^  a~\ 

_.  :^  (__  ,)« _^  sm    [n  +  I) arc  tang—    . 

(LiOU  VILLE.) 

On  peut  appliquer  ici  la  relation  du  n**  83. 

70'  En  remplaçant  b  par  ib  on  rentre  dans  la  question 
traitée  n®  68;  on  obtient  d'ailleurs  des  formules  plus  sim- 
ples en  opérant  comme  au  n*^  69. 
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71       f^—       ^^* 


La  question  est  ramenée  à  celle  du  n°  67. 


t  I  1 


72.  -^-z={i^x})    '^(i+^r)    '(i-«)'\ 
dx 

Appliquant  ici  le  théorème  du  n°  62,  et  observant  qu'on 

a  (n^  64.) 

^/>(fl-4-6.r)"^    ^  1.3.5. .. (2/?  — i) 

2^(a  -f-  hx)    * 
il  vient 

OÙ  Ton  a  fait 

1 .3.  .  .(2/  —  i)  /i  —  .r\* 

(2/2  —  0  (  ^  ''  —  3  ; . . .  (  2  w  —  2  /•  -I-  I  )  \  I  -f-  .r  / 
On  peut  encore  ici  appliquer  la  relation  du  n°  83. 

73.  -f-  = 


dx       a'-hx^' 

par  suite  (n°  09) 

d"y        /        v„  ,  /  N  /  N  sin««psin"(p 

-^  =(—  i)""*  I  .2.  .  An  —  2)  («  —  i) ~ ", 

dx"         ^  ^  ^  ^^  ''fl- 

ou Ton  a 

arc  taoL'  -  = ?. 

a        2 

€/r  sin  a  sin  a 

f«r»  «^ 

dx         I  —  2  j:  €05 a -h  a:^         (1 — P^)(i  —  fj  J^) 

en  posant 

cosa -1- I  sina  =/?,     cosa  —  /sinanr*/. 
Frenet.  —  Recueil,  6 


82  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

On  tire  de  là  ' 

dx        2f  \i — p.r        1  —  qxj 

et  par  suite 

d''x  I    r     ^"-'(1  — /?j:)-'  d"-'{i  —  qa:)-^~] 

in^  ""  Vi  \f  dx"''  ^  d^^  J 

OU  bien  (n®  54^) 

d^x  1,1.  .  .(n  ~  \)  p''{i  —  qxY  —  <7"(i  —px) 

cLc"  ii  (i — IX  cos OL -h  x^) 

Si  Ton  fait 

I — xcosa  =  p  cosô,     xsina  =  p  sinO, 

l'expression 

p"{i  —  qx)"  —  <7"(i  —  pxY 

se  réduit  à 

lisinni Qt  -f-  0)p", 

et,  par  conséquent, 

d"r                       ,            ^          sin/i(a  H-  0) 
*     =zi  .1.  .  .  (n  —  i) ^^ 


9 


M 


d.v" 

(l  —  2^C0Sa  H-  x^y 

75.  Premier  cas,  m  pair.  La  méthode  de  décomposition 
des  fractions  rationnelles  donne  la  relation 


.r"  —  a*        ma'^'~'  \x  —  a        x  -h  a 


,n_S                   2^7r           .    .     2/27r 
CCS h  l  sin 


mm 


X  —  a  cos ' —  ia  sm 

/w  m 

m-i  2^7r         .   .     ihi: 

ces ;  sm  — 

.        _  m,  m 


1    Y  * 


j:  —  a  cos h  /  a  sm 

m  m 


Posons 


soj:.uTioifs.  83 


X  —  a  cos 


îïi 
cosç^  — j 

x?  —  T^ax cos h  a} 

m 


asm 

m 
sinçA= Y 

x^  —  2  ax  cos 4-  a' 

/72 


il  Tient 


,^^  1 . 2 . . .  72  r      I  I      "I 

+  (  -  0  -; > £^t- 

(  07*  —  2 ax  cos ha*) 


—  /wa"' 

2 


Deuxième  cas,  m  impair.  On  obtient  encore,  au  moyen 
de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
plus  simples, 


xf^  —  a'"         ma'"-'   x  —  a 


,„__!  7.hT         .   .    2A7r 

,r^— r—        COS h  i  sin 

I      V^    *  m  m 


ma"^~'^.  2. /m  ,    ihiv 

X  —  a  cos ia  sin 

m'  m 


-^——        cos i  sm 

^  m  m 

H ^ .  -  . 


—y 

2"*-'  ^j 


X  —  a  cos h  i  a  sin 

rn  m 
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En  faisant  une  hypothèse  semblable  à  celle  du  premier 
cas,  il  vient 


dx"  mc^"^     {x  —  a) 


«H-I 


m  —  \ 

-      cos 


2 


/  2^7r  \ 

(  x^  —  7.ax  cos h  a^  ) 

\  'W         / 


76.  En  opérant  à  peu  près  de  la  même  manière  que 
dans  le  numéro  précédent,  et  adoptant  les  mêmes  nota- 
tions ,  on  trouve  pour  m  pair 

■ —  ( |\n  I f I  )^  — I 

daf"       ^        ^   ma'^-P-'  \_{x  ^ af-^'       ^        '    (.r-4-a)«^-' J 

-  COS     '-^ h  /?+I>pA 

1.1.  .  .n  ^    ^  I  /w  '^1 

\        "A  ^"' 

î>'  Lr- — 2aj:cos 


^-(-0" 


m 


') 


et  pour  m  impair, 


-^  —  (  — i)" 

djn^        ^        '    ma'"-P-'    [x-^a) 


«+i 


-'^"^^ — :a  ^ 

-ma'"-/'-»'"*        /  2^7:  >     ' 

2.  I  .r^ — 2axcos \- à^ 

m 


,     .„  dr         h^    d^r  /:"        d^r 

a.r        1.2   rtx^  1 , 2 ...  «  ax" 


i   •  • 
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Or  on  a 

gicxh  -^  ,  4_  2  crh  -h  ' ^'  -4- .  .  . , 

l.'2 

I.  2 

Multipliant  ces  deux  dernières  égalités  membre  à  membre 
et  prenant  le  coefficient  de  /i",  on  trouve  qu'il  est  égal  à 

n(n  —  \)  (n  —  i)  in  —  3)        ,,       ^     .  1 

-h— ^c»-^(2a:)»-*-f-...     ; 

1.2  ^        '  J 

— -=^  s'obtiendra  donc  en  multipliant  cette  quantité  par 

La  métbode  qu'on  vient  d'employer  peut  servir  dans  plu- 
sieurs autres  cas.  On  arriverait  d'ailleurs  au  même  résultat 
en  appliquant  la  relation  du  n°  83. 

78.     cos(-c»)  -h  / sin(:c')  =  e"'*; 
par  conséquent,  en  vertu  du  numéro  précédent, 

1 — L  _!_/ ^ — L 

daf*  dxf' 

=  ^''*     /"(2Jr)"  -\-  i''-'n[n  —  i)  (20:)"-» 


j-  -(n-i;  n{n-~\)(n—  '?.)(n  —3) 


(..)'■-+...] 


Remplaçant  les   puissances  de   i    par   des   exponentielles 


au  moyen  de  la  relation   i^  =  e   * ,  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  pourra  s'écrire 


8(5  CA.LCUL    DIFFÉRENTIEL. 

On  déduit  de  là 

; zu  (  2.r  )"  COS     x'  -f-  /?  - 

du-**  \  2 


-\-  fi(n  —  I  )  (  2 x)»-'  COS  (  x'  H ir  j 

n(n  —  i)(n — 2.)(n — 3) 


I.  2 


(2X) 


/ ,       n—2    \ 

X  COS  I  X'  H TT  j  -f-  . .  . . 


Il  suffit  de  remplacer  les  cosinus  par  des  sinus  pour  ob- 

.     c?"sinf.r^) 
tenir ; • 

79.  Après  avoir  difïërentié  un  petit  nombre  de  fois,  on 
s'aperçoit  aisément  que  la  dérivée  n'*'"*  de  y  est  de  la  forme 

on  peut  donc  poser 

(i)        {e'  -4-  i)"-^'  Vt  =  ««  ^"'  +  «"-I  ^('*~'^'  -4-  .  .  .  -h  fl,  (?*. 

D'un  autre  côté,  x  ne  recevant  que  des  valeurs  positives, 
on  a  la  série  convergente 

d'où,  en  la  dillérentiant  n  fois,  ce  qui  donne  encore  un  ré- 
sultat convergent, 

(2)  -j^  =^(— l)''(lV~'— 2"^— '-hS^C'-^'  — .  ..). 

On  a  aussi 

I  1.2 

Multipliant  les  équations  (2)  et  (3)  membre  à  membre  et 
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observant  qu'en  vertu  de  la  relation  (  i)  le  produit  des  seconds 
membres  ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  fini  de  termes  à 
exposants  positifs,  d*où  résulte  que  les  termes  affectés  d'expo- 
sants négatifs  se  détruisent  mutuellement,  il  vient 

cl'*  y 

fo         «  +  I  (n  -h  i)n      1    ,      . 

L  I  1.2  J 

(Laplace.) 

80.  La  relation  est  évidente  quand  w  =  i .  Afin  de  l'éta- 
blir généralement,  prouvons  que,  si  elle  existe  pour  le 
nombre  n ,  elle  existe  aussi  pour  le  nombre  n-j-i.  Or 
on  a,  en  différentiant  les  deux  membres  de  l'équation  (i)^ 

4-  ('^JD»-»(mDV)h-..  .  +  (— i)"D{i/D''r)- 
Si  d'ailleurs  on  remplace  dans  (i)  y  par  D^»,  on  trouve 

l    D^^D«ttrrrD''(ttDp)  —  ('^  j  D»-'(ttD^r) 

(3)       1 

-f-  1  '^  )  D"-HttD-V)  -4-  .  .  .  -4-  (—  i»uD"+'u). 


Retranchant  membre   à  membre  la  relation  (3)   de  la 
relation  (2),  il  vient 


vJ)'^^'u=zB"^'uu  —  ('^'^    jD"(ttD»') 


-h  r  ~^  M  D"-'  (  « DV)  +  .  .  .  H-  (  —  i)«+'  1/ D«+« u. 


n  -h  1 

C.    Q.    F.    T. 


1 
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81.  On  trouve,  par  la  formule  de  Leîbnitz  (n®  62), 

-h  (^\a''-PDP<^(x)  -f-...-{-  D>(.r)     , 

et  ce  résultat  s'exprime  d'une  manière  concise  par  la  forme 
indiquée,  si  Ton  conçoit  qu'après  avoir  développé  la  puis- 
sance (a  -h  Dy<f  chaque  facteur  D^*  reprend  sa  signification 
habituelle  d'opération  quand  il  est  suivi  delà  fonction  cp  (x). 

82.  i°Ona 
et  par  suite, 

(l)  (D,-/2)(.r"D«j)i=.r«+'DrV'       ' 

Si  72  =  1 ,  il  vient 


O 


r 


D,j==D,jD,x, 


d'où 

donc 

(2^  x'Di^  =  (D,-i)D,7. 

Pour  n  =  2,   l'équation  (i)  donne 
et,  d'après  ce  qui  précède, 
et  ainsi  de  suite. 
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83*  Cette  relation  se  vérifie  immédiatement  par  le  cal- 
cul pour  les  premières  valeurs  de  n.  Afin  de  l'établir  géné- 
ralement, supposons-la  démontrée  pour  une  valeur  n  quel- 
conque et  cherchons  à  reconnaître  qu'elle  subsiste  pour  la 
valeur  »  -t-  i .  En  diflércntiant  les  deux  membres ,  on  ob- 
tient dans  le  second,  pour  le  coefficient  de  y*("+*-*)  (x*), 
l'expression 

I  •  2  •   m   %  ri 

1 . 2  ...(/•  —  I  ) 
dans  laquelle  le  multiplicateur  de  (2x)"~**"'"*  est 

— ^ ^ [(/2  —  2X'-l-l)  -f-  2/] 

I  •  2  >  .  .  n 

(/2  -m)  [(«  -f-  l)  —  l].  »  .[(/l  -h  l)  —  2/-  -4-  l] 

I  t  2  •   .   *  n' 

On  voit  que  la  loi  de  composition  des  termes  du  se- 
cond membre  dans  la  relation  proposée  subsiste  encore 
quand  on  y  change  n  en  w  -h  i  ;  la  formule  est  donc  géné- 
rale. 

On  peut  appliquer   cette    formule    aux    questions   des 

n°'  67,  69,  72,  73  et  76. 

84.  En  vertu  du  numéro  précédent,  le  terme  général 
du  développement  de  —    ^_^       est  égal  à 


de* 

(n  —  i)(«  —  2).  .  .{n  —  2/-) 
1.2.  .  A- 

On  a  ici 


(•2J:)«--*-'/("-*-0(.'r'^. 


/(^»)^(I_^:)«-1, 


th-*-i 
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et  par  suite, 

/(«-^-0(jr')  =  (— i)"-*-» . (l  — •^')        • 

22  2 

Pour  faire  apparaître  le  produit 

1.3.5. .  .(2«  —  i)  =  P, 

qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  relation  proposée, 
observons  qu'on  a 

(2/1  — i)  (2/1  —  3)        (2A'-i-3) 

^--■i--  ■■■  ■  I  ■■     ■■■-  — — ——    ■  •   •  -    ■  ■■■        11^ 

222 

2*— n+l  p 


1.3.5. .  .(2 X'  -t- 1) 

2*-"-^^P.2.4.6...2X- 

1.2.3.  .  .2/(2 X-i-  i) 


(X-  -h  i)  (X-  -h  2)  (X-  -h  3). .  .(2X-  -f- 1) 


On  aura  donc,  pour  le  terme  général  du  développement 
qu'il  s'agit  de  former, 

P 


\M— *— I 


^        ^^  (X-+-  l)(X-f-2)...(2X'-M) 

X^ —^ x^-^-"  (i  —  x^)    «    , 

1.2.  .  .a' 

ou  bien 

(—  i)"-*-' -  (     ^^      ]  cos"-'*-^a sin2*+»a, 

'  /z  \2X-  -h  1/ 

Ce  résultat,  rapproché  de  la  formule  connue  (n°  20), 

/  /2  \ 

sm/îa  =  /2  cos"~'  a  sma  —  (       J  COs"~'*a  sm'a  -h .  .  , 

-+-  (  —  OM      ,  1  ces"-''*-'  a  sin'^-^»  a  -+-...  +  .. . 

'  \  2  X-  + 1  y 

démontre  immédiatement  la  relation  proposée. 
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Celte  importante  relation,  attribuée  ordinairement  à 
Jacobi  qui  Ta  donnée  en  1 826  dans  le  Journal  de  Crelle, 
appartient  en  réalité  à  Olinde  Rodrigues  (TJièse  sur  l'at- 
traction des  sphéroïdes,  i8i5).  M.  Hermîte  en  a  présente 
une  généralisation  très -remarquable  dans  les  Compta 
rendus  de  l'académie  des  Sciences,  année  i865. 

85.  On  a 


djr       aarcsinar 

(l-x')' 

d^jr            2         _    2.rarcsinA' 

(l           X*)' 

et  par  suite, 

,  ^    d^r  dy 

En  ditTérentiant  cette  équation  (w  —  i)  fois,  il  vient 
d'^^y  d^r      ,  .,<^"~') 

^  Vjf»-*-»         ^  '      dx^        ^  '   ^jr'— ' 

On  déduit  de  là,  pour  x  =r=:  o^ 


( 


c'est-à-dire 


'd"-^'y\ 


dx'+'   /o        ^' 


quand  n  est  pair,  et 

d"-^\r 


( 


rf.r"-^' 


2.2^4'•^'•  '  '{^  — 1)^ 


0 


quand  n  est  impair. 
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86.  On  a 


T.  =  -^ —' 


dy sm(fAarcsin.r) 

d^  y  u»T  ,  tx' 

-T-j  = 3  sin  (  IX  arcsinar) cos  (  pi  arc  sina?)  ; 

^^  /  •)\2  I    -^ 

et  par  suite, 

^.d^r  dy 

En  dill'érentiant  ji  fois  cette  équation,  il  vient 

^  ^  f/u:"-^-''  ^  ^      r/o:"-^'  ^  '^  '  d.jc^ 

On  déduit  de  là,  pour  a:  =  o, 


Ce  résultat  montre  que  toutes  les  dérivées  de  j  sont  nulles 
quand  n  est  impair,  et  qu'on  a,  pour  les  valeurs  paires 
de  7?, 

On  trouve  de  la  même  manière 


.  =  o. 


quand  n  est  pair,  et 
quand  n  est  impair. 
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87.   En  opérant  sur  j  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent, on  trouve 

S    IV.   —  Différentiation  des  fonctions  explicites 

de  plusieurs  variables, 

\^ 
89.      duz=z '■ — -{ydx  —  xdy), 

i{ydx  —  xdy) 


90.     du  = 


y{x^  —  y^y 


7,  d.r  dy 

91.     du=z-~-~-h 


dx  dy 

92.      du  =z -h       ^ 


93.     du  = 


94,.      duz=z  a 


1  -\-  x^       1  -+-  y^ 

2  (.r  dx  —  rrdy) 

—  • 

.       IX 

r^sm  — 

J 

{ay  —  bz)dx-\'  {cz  —  ax)dy  -f-  {bx  —  cy  )dz 

[cz  —  axY 


.  ye*dz  xe*{xdy  —  y  dx) 

95.  du  =  — 7  4- ^7 

[x'-^y^y  [x^-\-y^y 

96.  du  =  {dz  —  dy  —  dx)sin{x  -^ y  —  z). 

97.  du  —  y'zr'  (  log/  logz  ^^  4-  -  logz^r  H 1  • 

^      àii  ,  au         ^  du  . 

!J8.      -T-  —  sA/z,       ---  —i^zx,       -T-  =  24:rr,     u  =  ')Axyz. 

ax  dy  oz 

99.  De  Téquation 

F(X,  Y,  Z,  T)  ^f{x,  y,  z,  0, 
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on  déduit  par  la  diflëren  lia  lion 
âF       df  d.r       df  dy 


ÔF  __  df  dx       df  dy 


(i)  (  dX      dx  ôY       dx  dY 


df  dt 

de  dx' 

df  dt 
dt  dY' 

df  dt 

dt  dT 

dF  _dfàr       df  df 
dT  ~  dx  dT~^  df  d'r 

On  a  d'ailleurs 

'dX         'dY  ^    'd'I 

puisque  ^tt  est  égal  au  coeflicient  de  X  dans  x.  —  au  coef- 
ficient de  y,  etc.  Si  donc  on  ajoute  les  équations  (i)  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  X<,  Y|,.  .  *,  T|, 
il  vient 

^  ^F       ^  dF  ^  dF  df  df  df 

dX  dY  ôi  d.r      ^    df  dt 

Cetle  proposition  est  utile  dans  la  théorie  des  coordonnées 
homogènes. 

100.  D'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes,  on  a 

mu  rr:  Jr,tt,   -4-  .Vjtt,  -{-  X-^U^^ 

( 5. )  <    [m  —  \]  a-,  =z  .r,  «„  +  .r, «,,  -i-  jt-, «„, 

(     (  /W  —   I  )  «3  =  J:,  /«3,  +  X-i  1/3,  -t-  X3  //53. 

Soit  H  le  premier  membre  de  l'équation  (i).  Si  l'on  mul- 
tiplie respectivement  par  Xi,  o'j,  x^  les  colonnes  de  ce 
déterminant  symétrique  et  qu'on  remplace  chaque  terme 
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de  la  dernière  par  la  somme  de  ceux  qui  apparliennent  à 
la  même  ligne  que  ce  terme,  on  trouve,  en  vertu  des  équa- 
tions (2), 


H  ^3 


m 


Un 

"ij 

"l 

lh\ 

M„ 

«« 

i'si 

"37 

«S 

Opérant    sur  les  lignes  du  nouveau  déterminant  comme 
on  vient  de  le  faire  sur  les  colonnes  du  premier,  il  vient 


H-rJ 


m 


[m  —  I  )  tt,     [m  —  I  )  tf  5 


M, 

mu 


d'où  résulte  la  relation  (i). 

D  est  évident  qu'on  obtiendrait  une  relation  analogue 
en  procédant  de  la  même  manière,  si  le  déterminant  H 
était  formé  avec  les  dérivées  secondes  d'une  fonction  homo- 
gène u  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. 

Ce  déterminant,  utile  dans  plusieurs  questions  d'Algèbre 
et  de  Géométrie,  est  dit  le  délerminant  de  Hesse  ou  le 
hessien  de  la  fonction  w,  du  nom  du  géomètre  qui  en  a  fait 
le  premier  de  remarquables  applications.  (Consulter,  à  ce 
sujet,  le  Journal  de  Crelle,  t.  XXVIII  et  XXX\  III.  Foir 
aussi  Sylvester,  Journal  mathématique  de  Cambridge 
et  Dublin,  t.  VI.) 


101. 


102. 


d^u 


â.iâjdz 


d'il 
ôjrôy 


=  (1  -h  3.rrz  -f-  x^y^z^]e*r*. 


d'u 


\5xjr 


(' 


y') 


3 


0.r'  Ôf'' 


(i  H- x'-t-j')* 


d*u 


i5 


I  —  5  (  .r'  -1-  .r*  )  —  6  (  .r <  4-  Y*  )  -h  5 1  .r*  y2 


(l  -{-^-'-f-J^) 


2 


q6  calcul  différentiel. 

103.       (a'^x^y-^  =(a'  —  x'y(a'—y^y(a^-  —  z^y 

\JJC 

J.  JL 

—  jrr  (a'  —  z^Y  —  zj:(a-  —  j«)* 

—  Xz(a}  —  x')*. 

En  représentant  par  ç  le  second  membre,  on  a 


par  suite, 


^         -^  ^   ^  '   drdyôz  dz 


et  enfin 


Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  changeant  pas 
quand  on  y  remplace  x  par  j^,  j^  par  ^  et  ^  par  x^  il  en  ré- 
sulte la  démonstration  demandée. 

On  peut  observer  en  outre  que,  si  l'on  pose 

07  =  a  sin a,     ^  =  û  sin  p,     zz=z  a  sin  y, 
Téquation  (  i  )  devient 

u  z=  «3  sin  fa  H-  P  -f-  7), 

d'où 

'du\     '    (du\         /du\  /      d'u     \ 

/da.\   -  tù^\  -  ldj\  ^        (da\   /^\  /^\  * 
\d.r]         \dy)        \dz)  \dr]\dr)\ôz) 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (2). 

104..   Soit 

a=y(.r,jr); 
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dîflerentîant  cette  équation  successivement  par  rapport  à 
a  et  à  6,  en  y  considérant  a:  et^  comme  fonctions  de  ces 
variables,  il  vient 


1  =  —  *.  -t-  V  y.,     o  =  -:--  xt  -f-  ~yt 


àf  .  _^  df. 


OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 


>    t 


t    t 


I    t 


t    t 


La  relation  qui  lie  6  avec  x  ely  donne  de  même 

(  3  )  o  =  cJ'r.r;  -f-  Çjl,      I  =:  ei..ri  -h  t'yY^. 

Si  Ton  pose 
on  tire  des  équations  (i)  et  (3) 


■)  > 


A/a 


=  ~5x, 


«x, 


d'où  résulte  la  relation  (i). 
Ce tta  relation  peut  s'écrire 


(4) 


«x 

4 

X 

s; 

g; 

.r 


J« 


Je 


^i, 


et  l'on  reconnaît  immédiatement  sous  cette  forme,  en  effec- 
tuant le  produit  des  déterminants  par  la  règle  connue, 
qu'elle  n'est  autre  chose  qu'une  identité.  Ce  produit  est 
égal,  en  effet,  au  déterminant 


f    t 


I    I 


t    t 


1    I 


§x  ^i  H-  s;  j'a        61-  JTÇ  -\-  6j,  J6 


dont  la  valeur  est  i,  à  cause  des  équations  (a)  et  (3). 

La  proposition   exprimée  par  la  relation   (4)  subsiste 
pour  un  nombre  quelconque  de  fonctions  a,  ê,  ...,(«)  d'un 

Frenet.  -  -  Recueil,  y 
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même  nombre  de  variables  indépendantes  x,  j^,  . . . ,  f . 
On  le  vérifie  absolument,  comme  on  vient  de  le  faire,  en 
s*appuyant  sur  les  résultats  obtenus  lorsqu'on  diiférenlie, 
par  rapport  à  toutes  les  fonctions  a,  6,  . . . ,  w,  les  relations 
explicites  qui  expriment  la  valeur  de  chacune  de  ces  fonc- 
tions au  moyen  des  variables  indépendantes.  On  a  vu  qu'il 
n'est  pas  nécessaire  de  connaître  ces  relations;  il  suffit  de 
savoir  qu'elles  existent. 

Ce  qui  précède  conduit  à  envisager  des  expressions  de 
la  forme 

QI.X       OLy        ...         OC/ 


J==: 


^x       ^y 


«; 


w, 


w\ 


W/ 


Cette  expression  J  est  dite  le  déterminant  fonctionnel 
des  n  fonctions  a,  6,  »  .  . ,  o)  de  7^  variables  indépendantes. 
La  considération  en  est  utile  dans  un  grand  nombre  de 
questions.  On  la  nomme  aussi  le  déterminant  de  Jacobi  ou 
le  jacobien  des  fonctions  indiquées,  du  nom  de  l'illustre 
géomètre  qui  en  a  donné  le  premier  les  propriétés  et  fait 
connaître  toute  l'importance  [Z)e  cfeterrfiinantibus  func- 
tionalibus  \^[  Journal  de  Crelle,  t.  XXII). 

S     V.  —  Différentiation  des  fonctions  implicites. 


103.     ^=: 


106.     ^  = 


107. 


dr        [a  -^  r)  [a.T  -\-  by  -\-  .rjr)  —  jc 
d.T       y  —  (  ^  -h  .r  )  {^ax  -\-hy  -^  xy  ) 


dx 


dy 
dx 


n[y^  —  x^)  -\-  ixy 

—  Z. 

X 


dx  x'^    I  —  log/ 
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m  t=    " 


dx       2  — y 


110.    ^=  ^'"^ 


dx       2sin2/  —  sinj  —  ^cosr 

si  n'y 
sin  j  sin  2  j  H-  cos j  —  i 

44  1       ^y        I  — 2/sinjH-j> 

111.       -7-  =  ; • 

dx       I  —  cos  j  —  y  sin/ 

112.     f^  ^  _1^  (i  _>  cot/io:). 
air        I  —  jr 

I 
.  .^      c?/ jK"  tàn^x'y{sècxxy  -h  2^*  jj?/-"' 

^  — ^ 

x  tang.rj  (sécjrj)*  +  7.é^ xy  \o^x 

y       2.rr-'  —  tanfj.rj 
a:  tang-rj  — 2x^~'logar 

114.    ?  =  ^. 

dx        X 
Cet  exemple  rentre  dans  l'équation  générale 


/(£)=«. 


qui  conduit  au  m^e  résultat. 


115.  $:  =  3r  -r-^M.-^-)' 


a\2 


116       ^^  _  J  +  2.r  H-  2.r»  _  /ir  -h  2x  H-  2.r^) 

éfj*       (i4-^^)(2j  —  arctangx)        (i-+-  r'*)  (j''-t- J?'"*) 


lia 


AA*m      dr  la  dW  a 

117.      -^       -  I  -  -^ 


dx        V     Y  dx 


r^i  A,  2 


..ç.      dy 3(i  —  ix^z)        dz  I  —  6.r' 

dx         4/  f  -^  —  ^  )  ^'•'        ^  (  ^  —  ^  ^ 


lOO 
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119     ^^      ' 

.T. 

dz         r.  —  Y 

1  J.«7»            _       

'  dx         Y  — 

■  t 

-  z 

dx         Y  —  z 

123.     -T-  = 


du  _}_iy^  -^  —X 

dx        u\x  X  -^  jr 


-h 


Z"  XZ I  \ 

x\ 

X  xz-\-  \  j 


121.    ~  = 


ÔJ 

dx 

du 
dx 


w 


.1' 


u^—z^ 


w 


dz 

'  à? 

du      3*  —  r^ 
dx~^  u 


u'-^y^ 


u^-  z^ 


2 7-2 


d^z_        d^n  __      w(.i'— z«)2+ x{^/2— s»)M- 2fw'— .r')» 


fx' 


3  «^I 


dxdy 


[u'—z^Y 

d^u    _^     u{x^—z^][x^^r'')  -hz{u^~  x^){ir  —  y'] 
d^dy'"'^  [u^—z'Y 


—  » 


d^z  d^u  r(u*—  3»)»-4-  z(r^—  u'Y-\-  u(z'—  r')' 

-— -— :  o  ■ — i i^ '■ • 


dy' 


=  2 


i1%  ^=z~- 


dz 
dx 


z{u  —  x]        dz  z[u  — y) 


x[u  —  z)        df 
du u[z  —  x]        du 


[u  —  z] 
u[z—y) 


dx  x[z  —  u)*      dy  y[z — w)' 

dz           du            {u  —  zY^[u  —  xY^[z  —  xy 
—  =  ^,~=zu -. . , 

d'z    __  __       ^ 

xy[u  —  zY 


\3 


dx^       '  x''[u  —  zy 

d^ //  ■    (//  —  .r)  [u  — y)  ~^[z  —  .r)  [z  — y] 


dxdj 


dy 


dx  dy 
d'u  _ 


zu 


zu 


iu  —  zY-^  [u  —yY-^  (z— r)' 

y^[u  —  zY 


A  A 

123.    Il   suffit   d'éliminer   -^   et    -rz  àe   réquation  qui 


da 


d6 


d'^u 


donne  -7— tô  pour  obtenir  îa  relation 


daàê 


à/ 

d\f 

àf 

d\f 

Ou)  àtidS 

Of 

de 

du  on 

df 

dS 

OxCi 

da 

àf 

dV 

^du 

àf 

df 

du 

du' 

du 

dv.du 
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et  Ton  voit  iaiiiiéJialemcnt  que  celle  équation  ne  diilcre 
pas  de  la  pi  oposée. 

124.  On  déduit  de  l'équation  (i) 
(3)  D^z=/{z)D^z, 

Le  premier  membre  de  Téquation  (2)  est  égal  à 

ce  qui  revient  à 

^'{z)/{z)  (D^zy  -h  ^(z)f'{z){J),zy  -h  ff{z)/{z)Dl  z, 

résultat  qu'on  obtient  également  en  développant  le  second 
membre. 

On  peut  dire  encore  :  quelle  que  soit  la  fonction  z  des 
deux  variables  x  et  7,  on  a  identiquement 

J)^[ff{z)D^z]=I>,[^{z)Drz]. 

Or,  pour  la  forme  pai^ticulière  de  z  que  Ton  considère, 
l'équation  (3)  subsiste-,  Téquation  (2)  subsiste  donc  aussi. 

125.  Considérant  le  cas  général,  on  a  (n°124) 

D^F{z)=zF'{z)D^z  =  Y'{z)(/z[D^z; 
donc 

D}F(z)  =  D,[¥'(z)/{z)D,z]  =  Ds[V{z){/z)'D,z]. 
On  aurait  de  même 

D/F(2)  =  Di[F'(z)(/.)»D,z], 

et  enfin 

D;¥{z)  =  D-'-'\V'{z){/zYB,z]. 

dette  formule,  donnée  par  Duhamel,  lui  a  permis  de 
démontrer  d'une  manière  très  simple  la  série  de  Lagrange. 
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§  VI.  —  Développement  des  fonctions  en  séries. 

126.  I**  Il  suffit  de  poser  /i=  — x  dans  la  formule  (i) 
pour  avoir  la  formule  (2),  où  ôj  représente  un  nombre  com- 
pris entre  o  et  i . 

2^  Soit  fait 

d'où 

L'équation  (2)  peut  alors  s'écrire 

F(k—.x)  =  F{h)  -a:¥'[k  —  ar)  —  ..  . 


I.2.../Z  I.2...(/2 — l) 

ou  bien,  en  posant  h  —  x  =-=  z, 

F(z-l-jc)  =  ¥{z)  -hxY'{z)  -f-... 


^n  ,?•"■*"* 


1.9.  .  .«  I.2...(/2-f  l)  ' 

résultat  qui  ne  diflêre  pas  de  la  relation  (i). 
127.   On  pose,  dans  la  série  de  Taylor, 

.r 


i  -i-  a; 


128.  Différentiant    les    deux    équations    proposées,    on 
trouve 


=  «!-{-  2flj  X  -f-  ...  -h  /ifl„  .r"~'  H-  .  .  .  . 

En  égalant  les  multiplicateurs  de  x""^  dans  les  deux 
membres  de  cette  égalité,  il  vient 
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129.  Comme  on  a 

4cos'j:  =  cos3.r  -f-  3cost, 
îl  en  résulte 

cos'.r  =  1 f- ..._{_  ( —  I  )« — 


1.2.  .  .  2At 


130.  En  posant 

on  reconnaît  (n®  60)  que  la  série  de  Maclaurin  est  appli- 
cable à  cette  fonction,  le  restcde  la  série  tendant  vers  zéro, 
quel  que  soit  /i,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  aug- 
mente indéfiniment.  On  a  donc 

e^^**cosihs\nx)  =:  i  -{ —  cosjr  H cos2.r  -+-.-. 

I  1.2 

A" 
cosnx 


•    •    •    • 


1.  2.  .  ,/z 
On  trouve  également 

e*~«sin(/isin^)  =  h  sin.r  h sin2.r  h r  sin3.r  -4-  .  . . 

I  -2  1 .2. «3 

//" 

H sin/î.r  -f-  .  .  . . 

1.2..// 

On  peut  observer  que  les  développements  qui  précèdent 
résultent  immédiatement  de  la  relation 

e*---  ï  -f-  -  -f -  .  .     H h  •  •  • , 

I  1 .2.  .  .  /i 

en  y  remplaçant  z  par  A(cos5  -f-  /' sinô). 

131.  On  vérifie  aisément  (n"  73  )  que  le  reste  de  la  série 
de  Taylor,  dans  le  cas  de  arc  tang(a:  4-  7i),  tend  vers  zéro  à 
mesure  que  n  augmente  indéfiniment,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  Tunité. 
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On  a  donc  le  développement 

h} 

arc  tang(.r  4-  A)  =  arc  tanj;.r  -f-  h  sin'y sin^ip  sinay  -h .  . 

-f-  (  —  0"""'  —  sin"©  sin/2®  -I- . . . 
n 


OU 


y  =  arc  tang:r. 


En  faisant  A  =  — a:,  on  trouve  la  série  (1). 
132  •  On  a 

J  =  log(l-f-.r2)^-hlog|   I-f- 


Pour  a:<i,  log(i-ha7*)'  se  développe  d'après  la  série 
de  Maclaurin,  et   log     i  H — j     en  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  entières  positives  et  croissantes  de  la 
quantité •  Ces  développements  demeurent  conver- 

gents  quand  on  prend  tous  les  termes  avec  le  même  signe, 
et  il  en  est  àe  même  pour  le  développement  en  série  ordon- 
née par  rapport  à  x  d'une  puissance  entière  positive  quel- 

conque  de ^\  donc  (n°  H) 

y  =  A,.r  -h  Aj.?;'  -f-  Aj-r^  -{-...  +  A;,.r"  H-  .  .  .  . 

Les  quantités  A„  se  déterminent  simplement  par  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés.  On  a  en  eifet 


dx 


—  =  A,  -l-2A,.r-t-..  .-f-/2A„.r«-'-f-  .  .  .—  [i^x-]^. 
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Or 

(i  -\-x>\    '  — I 1-.  ..-4-1  — i)P -1-^ lx*P  -h.  .  .; 

'  2  ^  '  2 . 4  •  •  •  2/? 

la  quantité  A^,  est  donc  nulle  toutes  les  fois  que  n  est  pair, 
et,  pour  71  =  2yj7  -I-  I ,  on  a 

'^  I  .  2 ...  2/?  2/>  H-  I 

par  suite, 

,      r  ,  ,vt1  "  •^*        1.3  .r* 

^L  '   J  2    3  2.4   5 

Ce  résultat  reproduit  le  développement  de   arc  sin  z 
quand  on  remplace  x  par  iz. 

133.  On  a 


/!=«  n  =ap 


or 


w=l  n=l 


n  =  x 


^^  /;  I  — 


9 
I  —  .r 


n  =  \ 


et 


rr .r  H h  ...  H 

I  —  .V        \  2  m 


>  —  =  log 


11  =  1 
Par  conséquent, 

r  = — ^^^ H .r  H h  ...  H 

•^  mi-"'  maf"  \  2  /72 

Cette  équation  subsiste  même  pour  x  =.1  (n°  1). 

\^k.  La  série  connue  qui  représente  arc  sin  x  est  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
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limites  —  i  et  -4-  i  et  pour  ces  limites  mêmes,  abstraction 
faite  du  signe  des  termes  du  développement  5  il  en  résulte 
que  la  fonction  (arc  sino:)*  se  représente  aussi  par  une  série 
convergente  dans  les  mêmes  conditions.  On  a  donc,  d'après 
le  n°  85, 

(arc  smx)»  r= \-  ~ h  — —  _  -f- .  . . 

'         I        3   2        3.5   3 

3 . 5 . 7  .  .  .  ;  2  w  —  I  )     n 

On  arrive  au  même  résultat  en  employant  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Il  est  clair  qu'une  puissance  quelconque  entière  et  posi- 
tive de  arc  sin  x  donnerait  aussi  lieu  à  une  série  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  sont  pas  en  dehors 
des  limites  —  i  et  -f- 1 . 

135.  En  diliérentiant  l'équation  du  n"  134,  il  vient 

arc  sin  .r  2     ,  2 . 4  •  •  •  (  2  «  —  2  ) 


(,_,,y^  ■    3  ■       3.5. ..(.«-.) 

relation  qui  suppose  x  compris  entre  les  limites  —  i  et  H-  i 

Soit  fait 

z 


a: 


{l  +  Z^ 


d'où  résulte 

arc  sin^  ==-:  arc  langz, 

et  par  suite 

z      r        2      z2           2.4  /     ^2     \«  -| 

arc  tangz  =  — -— -     i  -f- H-  --J M-  .  .  .  L 

De  cette  équation  et  de  la  relation  connue 

TV  î  I 

-   z=:  arc  tang h  arc  tang  ~  > 

4  2  3 
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on  déduit  la  suivante,  commode  pour  le  calcul  de  n  : 


10 1  3io       3.5  \  10/        3.5.7\io/  J 

3  r         21         2.4  /  I  Y      2.4.6/  I  \»  "I 

lo  L         3  10       3.5  \io/        3.0.7  \io/  J 


136.  Soit 

_  j_ 

X  =  tangj:  :—  sin.r  (ï  —  sin'^r)    *, 

Si  Ton  a  j?<^-î  tangx  est  développable  en  une  série 

convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  posi- 
tives et  croissantes  de  sino:,  et  la  convergence  de  la  série 
ne  cesserait  pas  d'exister  si  tous  les  termes  étaient  pris  po- 
sitivement. Comme  il  en  est  de  même  du  développement 
en  série  d'une  puissance  entière  et  positive  quelconque 
de  sinx  (n°  11),  on  peut  donc  poser,  en  remarquant  que 
tang:t:  est  une  fonction  impaire, 


.r^  .r* 


tang.r  =r  x  -f-  T3     7;  4-  Ts -^  -f- .  . . 

1.2.3  1.2.5.4.^) 


f,in-t-t 


1.2. ..^2 //-ri) 

Pour  trouver  la  loi  qui  lie  les  coefficients,  diflérentions 
(aw  4-1)  fois  les  deux  membres  de  l'c'quation 

/  ces  .r  n=  sinx, 
ce  qui  donne  (n*^*  55  et  62  ) 


/  ^ 

COSa:jr(^"-*-^)  -h  ( 2 «  -f-  I )  CCS  (.r  H )  j^ 


2r) 


,2/2  4-  l\ 
-I-  (  j  COs(.r  -f-/?7r)j("'^-'-V) 


7.n  'h  i 

=r  Sm  I  .r  H TT  1  . 
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Faisaut  x  ==  o  dans  ce  résultat,  on  en  tire 


■tjn— 1  "T~  •  •  • 


En  suivant  une  marche  tout  à  fait  semblable,  on  trou- 
verait 

sécx  =ri  -4-  T., h  ^^ '    -    ,  -f- .  .  .T,« h    .  . 

1.2  I  .2.3.4  I  .2.  .  .2/1 

avec  la  relation 

137.  On  a 

|x'  (  arc  sin  .r  )'       p^  (  arc  sin  .r )* 


1.2  I .2.3.4 

et  cette  série  demeure  convergente  quand  on  y  prend  tous 
les  termes  avec  le  signe  -f-.  D'un  autre  côté,  2p  désignant 
un  nombre  entier  positif,  on  a  {n°  134) 

(arc  sin.r  )v  =  .t-p  -\-  «,xV+2  ^  a^x^P-^*  -f- .  . .  , 

les  coefficients  «3,  «4, . . .  étant  tous  positifs  et  la  série  con- 
vergente. Il  suit  de  là  que  le  théorème  du  n**  11  est  ici  ap- 
plicable et  que  la  fonction  j^  se  développe  en  une  série  de 

la  forme 

X  =  I  +  A,.r2  4-  A4  j:*  4-  Ag  A*  -h .  .  .  . 

Les  coefficients  de  ce  développement  devant  être  iden- 
tiques à  ceux  que  fournit  la  série  de  Maclaurin,  il  en  ré- 
sulte (  no  86) 

r  =  i  — ^—  -r'  -I- . . . 
1 .2 

(  _  I V  •— 1^ : }--s ^^ -Li  .r=«  -I- 

I  .2  .û.  .  .2/2 


SOLUTIONS.  109 

Une  marche  tout  à  fait  semblable  donnerait 


.-ffx-'"^^' -'''..» 


»<  — 


1 .2.3 

^  (  ^  I  ^1  LlIZ -7;-^ -^  .r"»-^  *  -r 

I  .  2  .  3  .  .  .  ^  2  /l  -f-  I  ) 


Ces  remarquables  formules  sont  dues  à  Eulcr. 
138.  Comme  on  a 


X  X  ï  sîn*.r        1,3  sin*.r 

/  =  -; ces j:,       -: ::=  I  H 


sin.r  sinjT  2      3  2.4      5 

îl  en  résulte  (n°  11  )  que  la  fonction  paire  y  peut  se  déve- 
lopper en  série  convergente  de  la  forme 

/  =  I  -f-  rtj h  «4  r— 7  4-  ...  -h  02» 


I         •     • 


-r-  t*4 — 7  -r-  .  .  .  -r-  1*2* 

1.2  1  .2.3.4  I  .2.  .  .2/1 

du  moins  pour  les  valeurs  de  x  qui  ne  surpassent  pas  - 


2 


/  ci     Y  \ 

Pour  calculer  a,,,  =     ■ -—  1  >  diilérentions  2 /iH- 1  fois  Té- 
quation 

J'  sinx  :=r  .r  COSa:; 

il  vient 

.      /               2/Z  -I-  I       \  ,  .     .      ,  ,     ,    , 

sm  (  .r  H î^  )  .7"  +  (2/2  -+-  I  )  sin  (  .r  -I-  /l  TT  )  j'  4- . . . 

/2/ïH-ï\    .     /  2/2 — -y.p -\- \     \     ., 

-1-  (  \  sm  (  .r  H ^ r  j  r(v)  -{-... 

4-  (2rt  -h  i)  sin  ( .r  -!-  -  J  r^^"^  H-  sin.r j(2«+0 
:rr  .r  cos  Ix  H — ^ :r  j  -{-  (.2/2  H-  i)cos(x  -h  /2  7r), 
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d'où  Ton  tire,  en  faisant  j:  =  o, 

fin  —  I  \  ,        ,    [in  -f- 1\ 

•4-  ( —  l)"(2«  4-  l)û2n=(^«  -+-0' 

C.    Q.    F.    T. 

139.  Si  Ton  pose 
la  question  revient  à  démontrer  que  Ton  a 

<■)  (S^).='-'-(S).- 

On  déterminera  les  coefficients  relatifs  au  développe- 
ment de  la  fonction  paire  désignée  par  z,  en  différentiant 
271  -h  I  fois  les  deux  membres  de  Téquation 

ce  qui  donne 


[e*-\-e-')z-\-  (2/2-f-i)(^'  — e-')z'-l-.  .  . 

2/îH-I 

p 


j  [^-h(— i)/'<?-']zCf>)-f-...-f  (^— e-')2("»+') 


et  d*où  Ton  tire,  pour  x  =  o. 


2/2  -f-  I  \  /^^À  '       /in  -}- 1\  /û?-/'3 

2        j(^5?j„"^"-"^V      2/>      j\^ 


+  (2'^-^0(ïr»)  =(^'*-^-0. 


C^X'» 


En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  du  numéro  précé- 
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dent,  on  en  conclut  la  relation  (i),  ce  qui  démontre  la  pro- 
position énoncée. 
On  aurait  pu  la  déduire  aussi  de  l'égalité 

X  cota:  =  ix • 


e'*  —  I 


Les  nombres  B„  sont  appelés  nombres  de  Bernoulli,  du 
nom  de  Jacques  Bernoulli  qui  les  a  le  premier  introduits 
dans  r Analyse  [Ars  conjectandi) ,  Euler  s'en  est  occupé 
souvent^  il  a  montré  que  ces  nombres  jouent  un  grand  rôle 
dans  plusieurs  questions,  notamment  dans  la  sommation 
des  séries.  Les  dix-sept  premiers  ont  été  calculés  par  lui, 
d  après  une  formule  qui  permet  d'obtenir  Tun  d'eux  quand 
on  connaît  tous  ceux  qui  le  précèdent  (  Calcul  différentiel, 
II*  Partie).  Laplace  a  donné  l'expression  générale  de  chacun 
de  ces  nombres  indépendamment  des  autres  (Lacroix,  t.  lU) . 

Voici  les  valeurs  des  neuf  premiers  nombres  de  Bernoulli  : 

*'  =  g'     ^'=i'     ^'=è'     ^'"^è'     ^'=66' 

R_69'        B_7       i,_36.7       „_  43867 
2700  o  010  790 

140.  Les  formules  du  n^  22  fournissent  les  suivantes  : 

log(sin'ar)  —  log(:r2)  +  log  M  i  —  ^J       -h  .  .  . 

log(cos».r)  =  log    /  I  —  i^  j       -f  .  .  . 


et 
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d'où  l'on  tîre  par  la  dillérentiation 

I  2.r  o.x  '>.T 

cet  j:  = 


.    ,        „>        •  ••  1 


?.  .r  ?,  T. 


-  TT  1    —  o:» 


■4-  -7 ; ^-  .  .  . , 

2«  -f-  I       y 


et   ces  formules   se    ramènent   immédiatement    aux  rela* 
tions  proposées. 

IM.  On  a  la  relation  (n°  22) 


.r*  \  x^  \     x^  \      ./• 


or 

par  conséquent,  en  vertu  du  n*^  1 1 , 

sin  X  /il  I  \  x' 

log =  —    -;-*--i-+-.--+~;+----^ 

^    X  \0        2*  n^  ]  n^ 

I  / 1  I  I  \  x* 

-, +  -:+.. .-+--4-...     -7 

2X1*        1*  n*  /  7:* 


Pour  logcosj:,  on  trouverait  semblablement 

2'T,X»          I    2<T«X<  I     2»''T,„.r»" 

logCOS.r  =z: ; 


en  posant 


TT'  2       TT*  n         tt'" 


1  I  I 


'^'~  iP'^Ji^'^'  5^  ""•••' 
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mais  on  a  évidemment 

Sp  —  Tp  =  —  S^; 

par  suite, 

_  2/»  —  I 

ce  qui  conduit  à  Téquation  (  2  ) . 

142.  n  suffit  de  difierentier  les  équations  (i)  et  (2)  du 
numéro  précédent  pour  obtenir  les  formules  (A)  5  les  for- 
mules (B)  se  déduisent  de  ces  dernières  au  moyen  de  la 

relation 

1.2.3. .  .2/1 

qu'on  trouve  en  rapprochant  la  première  des  formules  (A) 
de  la  première  des  équations  qui  font  l'objet  du  n®  139. 


H3.   Cette  relation  est  une  conséquence  de  la  formule 
cosécx=  tang- -I- cota:,  et  des  relations  (B)  du  numéro 


2 
précédent. 


1  ïk.  La  quantité 


hM 


I  4-  _—-)...  (  I  -j — ,... 


a  une  limite  déterminée,  quelle  que  soit  la  valeur  finie  attri- 
buée à  z  {b?  15).  Soit^  cette  limite,  on  a 

e  étant  aussi  petit  qu'on  voudra  pour  n  suffisamment  grand. 
Il  en  résulte  qu'on  peut  écrire 

jT  =  ï  4-  A,  z  4-  A2  z'  -f-  A3  s' H-  . .  .  . 
Fre^iet.  —  RecueîL  " 
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Pour  déterminer  A„,  observons  que  la  relation 


('^;)(-^4P)('+^)-  = 


I+A,  Z-hAaZ'-hAaZ'-»-.., 


ayant  lieu  quel  que  soit  z^  si  Ton  fait  z  =  —  x*  et  qu'on 
multiplie  les  deux  membres  par  a:,  il  vient  (n^  22) 

sin.rz=  X  — A,  x'-hAjX*  — A3a'  +  .  .  .-l-(--i)«A„a:**+' -f- .  .  ., 

d'où 

An  ^^^  5 ; -» 

1 .  2 .  O  .  .  .  (  2  /l  4-  I  ) 

et,  par  suite, 

z  z^ 


X  =  i-h--—Tr-h 


1.2.3        1.2.3.5 


i  »  • . 


=  1  l+4llI-+-T^l(I-+- 


7r'  /  \         4^'/  \        9^^* 


Si  Ton  remplace  maintenant  z  par  x*  dans  ce  dernier  ré- 
sultat, et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  a:,  on  ob- 
tient la  relation 

\        TT  /  \         4^/  1.2.3         1.2.3.5 

c'est-à-dire 

/»* /.-  « 

'u  =  - —    (n°W8). 


On  trouverait  d'une  manière  analogue 

1.2  1.2.3.4  ^ 

Ces  résultats  démontrent  que  les  remarquables  formules 
du  n**  22  subsistent  encore  quand  on  y  remplace  x  par  ix. 


SOLUTIONS.  11^ 


§  VU.  —  Changement  de  variables. 

145.      —--.  +  JT— «?^r=:o. 

dy   dx       dy  q  —  pO        dx       7.(^  —  p]t 

1*0»  -r-    -7-  =  — —  »  X  Z=Z  )  — —  rr  — ;; • 

dx  di         (U  I  — /'  dt  (i  —  t^Y 

De  \i  résulte  l'équation 

^1  -p)'■J^-^^^y=''^^' 
\J^  sviisliiVLlion  (1)  est  à  remarquer  5  elle  est  souvent  em- 
ployée pour  faire  disparaître  les  expressions  irrationnelles 
de  la  forme  ^x^-h  ux  -j-  6. 

,47.  ^=J.-',  i:z=.-«te_^' 

dx        dt  dx^  \dO  dt 

dt^         ^  ^  dt  ^ 

148.  -4  -+-  /2'7  =  o. 

dt^  -^ 

149.  On  trouve,  en  recourant  aux  imaginaires, 

c^t ,  i 

X  =  — — —  =  /  tangT» 

dy        dy         t        iVy  J  [d^y        7.  t  dy 

-7-  =:  -r-  cos'-»      -4  =  cos< -   -4- tang-  -f-  1 , 

£/x       r/r  /        dx^^  i  \dt^         i       ^  i  dt  ) 

d^Y  nay  d^y 

I  —  /  tang  T 

'^"-     dx-  dt       '      rfx'  - 1  dt'        di^^     ' 


d 
dx 


.1»  ~\dO         ^  dl^    ^     dt)         ' 


0. 
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et,  par  conséquent, 

152.    La  relation  (2)  permet  d'exprimer  x  en  fonction  de 
y  et  donne 

(3)  lang(a:  — 7)  =  —^  tangj  :=  u.tang7, 

^  .           I  —  /' 
en  laisant  r  =  u. 

H-  X-        ^ 

On  tire  de  là 

,  ces'  r  -^  F-  sin' r    , 

cU=(i  4-  f^) ^^ '     .    "^  r/r. 

'     cos'j  -h  ja^sm'j 

Pour  calculer  sînx,  on  met  Téquation  (3)  sous  la  forme 

.T=jr-\-  arclang(//  tang/), 

d'où  l'on  déduit 

sinj  pcosjtangj 

sin  X  =  -T=^===  H —  ? 

y/ 1  ■+-  u^  lang' j        y/i  H-  y}  tang*^ 


et,  par  suite, 


(i.v  ,  ,  ^r 


^i  —  A'  sin'^  ^  1  —  ( I  —  ^* )  sin* j 

La  substitution  (2)  employée  ici  est  appelée  transforma- 
tion de  Landen,  du  nom  du  géomètre  anglais  qui  Ta  fait 
connaître  [Pliilosophical  Transactions,  1771  et  177ÎÏ). 
Elle  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

153.     dx'^=  cosO  dr  —  rsinô  r/0, 
df  =z  sin  Q  dr  -\-  r  cos0  dB  ; 


d'cù 
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et,  par  suîte, 


dx       '^  r^ 


^—  -r  ., 


15*.     i=:^-cosO  —  rsmô-T— 9  onn-r-cosO — rsinO-T-j 

ox                        ojc  ôy                        oy 

ozzz  -rr-sinO  -+■  rcosO  -r— »  I  =  ---  smO  -{-  rcos5  — -: 

ox                         OJC  ôy                         OJ' 


donc 

du       du        ^       du  sinô 

-r-  Z=  3-  cos  0 ^  9 

d«       du    .    ^        d//  cosQ 

^-  =  --  sm  0  -4-  -TV  ■  • 

dy       dr  dd      r 

On  déduit  de  là 

du  du       du 

''dy'''^di^dB' 

Celle  transformation  s'emploie  dans  la  théorie  des  planètes. 


du       du  X       d*u       d^u  jc'       du  f  i        j?' 


3 


1 


d-c"        t/r  /•        dx^  dr'^    r'         dr\r         r 

on  aurait  de  même 

d^ u        d^u  y^        du  1 1         y'^ 
df"  ~"  Hï^  'r^  '^  'dr\r~  1^ )  ' 

et,  par  suite, 

d^u        i  du 

dr^         r  dr 

Cette  équation  se  rencontre  dans  l'étude  du  mouvemenl  des 
fluides. 
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d^U         2  du 

156.  -7^  H r  =  0. 

(in        r  dr 

.o-       du  du       eosô*  dtt  •  ' 

157.  -r-  =  sin0  — H -— , 

d'tt         '  ,^àUi       cos'9  (î'«       cos'ô  ^M 

-^—  =  sm'  0  ^^^ \ 1 

dj'  '  ôr'  r»       ôe^  r      ôr 

1  sîni 


'4- 


jinôcosô/     ()^tt        dw' 


Pour  avoir-— >  il  suffit  de  changer  dans  Téquation  pré- 


ccdente  j^  en  a:  en  ^  en  -  +  0,  ce  qui  donne 


d^u  ^d^u      sm'ô  d^u      sin'0  du 

— —  —  cos'Ô 1 — -  H -- 

ÔJc^  dr^  r'      dB^  r      dr 

lûnBcosQl     â^u        du 


r 


2       V  ârde     de  r 


et  par  suite 


d^u      d^u      d^u       î   d^u       I  du     r 

H r-  =  o. 


dx^        dy'       dr^       r»   dB'        r    dr 

158.  Si  Ton  désigne  par  5  une  inconnue  auxiliaire  telle 
qu'on  ait 

5  =  r  sin  0, 

il  en  résulte 

y  z=:  ssirif,     z  =  s  cosy, 
s=:rsinOf     jc^  rcosO, 

En  ne  considérant  d*abord  que  les  deux  variables  j^  et  z,  il 
vient,  comme  dans  le  numéro  qui  précède, 

.  .  d^u      d^u d^u       1  d^u       I  du 

^'^  'df^'^'d^'^'d?"^  s^'df'^l  ds' 
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Nous  trouverons  de  la  même  mauîèrc 

d^u      d^u d^u       1  <}'w       1  du 

La  première  équation  du  dernier  numéro  donne  encoro 

\  du      \  du      cotO  du 


s  ds       r  dr         r*     dO 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  ^i\  (2)  et  (3), 
il  vient  enfin 

d' u      d^  n       d^  u 
d?       dj*       dz^ 

u       \  d^u       I  d^u      2  du       col  9  du 

=z  o. 


dt^       /'  dB'       j»  dff^       r  dr         r'     ôB' 
Remplaçant  s  par  sa  valeur,  on  trouve 

d^iru]  I      d^u         I        V         dô/ 

r  — ^ — -  H 1 «^^ '—  1=  o. 

dr^         sin^Ô  df       siiiO  d^ 

Cette  équation,  due  à  Laplacé,  est  d'une  très-haute  im- 
portance dans  la  théorie  de  l'attraction  et  dans  plusieurs 
questions  de  Physique. 

§  VIII.  —  Élimination  des  constantes  et  des  fonctions. 

159.  On  trouve 

axy-y h  (è-c*  — «/*  — c»)—  —  bxjr  z=:o. 

160.  On  a  les  équations 

adr.    -^   b  djr  -h  c  dz  =:  o. 
« 

ad^x-^  h  d'^y  -h  c  d^z  =  o. 

a  d^x  -+-  b  d^y  H-  c  d^z  z=  o. 
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Les  deux  premières  donnent 
a  b 


dy  d^z  —  dz  d^y        dz  d^x  —  dxd^z        dx  d^y  —  dy  d^x 
et  par  suite,  au  moyen  de  la  troisième, 

[dyd^z  —  dzd'y)d^x  -+-  (dz  d}x.  —  dxd^z)d^y 

-h  (dxd^y  —  dyd}x)d*z  =  o. 

Cette  équation  exprime  la  condition  pour  qu'une  courbe 
soit  plane  ou  que  Tangle  de  torsion  soit  nul  en  chacun  de 
ses  points  (n*'  283). 

161.     Posons,  pour  abréger, 


^  i  —  e^  sin^a  =  ces  b  ; 
il  en  résulte 

(i)  sîn^b  z=  ^-sin^a. 

Différentiant  Téquation  proposée,  on  en  déduit 
,    ,  ,  *cosxsmydr -h  sinxcosydx 

(2)  C0S6>= ; 7 ; -- 

^    '  sin  X  cosy  dy -i- cosx  smy  dx  . 

et,  par  suite, 

sinx  CCS  a:  dy  -+-  sin  r  ces  y  dx 

cosa=  -; ; r-^ — --• 

sm  j:  cos/  dy  -+■  ces  or  sin^  dv 

On  trouve  de  plus 

.        (dy^  —  dx^)  (  cos'j  —  cos*x) 

(sin a:  cosy  dy  H-  cosa:  sinydxy  ' 

(  sin' jî  dr^  —  sin'r  dx^)  (ces' r  —  ces' j:  ) 
(sma:  cosj'  dy  -+-  ces x  sinydxy 

Substituant  dans  l'équation   (1)  et  réduisant,  on  obtient 
Téquation  diflërentielle 

(3)  -=^==±—=^=.  =  0. 

VI  —  e^  sin^y        y  i  —  e^  sin'x 


I 


soli:tions,  i^i 


n  est  facile  de  reconnaître  qu'il  faut  prendre  le  signe 
dans  cette  équation,  lorsqu'on  suppose  cosi^  o.  Portons 

en  eifet  dans  l'équation  (2),  à  la  place  de  -jz-t  la  valeur 


\/i  —  ^-sin'jr 


V'  I  —  e^  sin';r 
il  vient,  après  une  transformation  évidente, 


cosè 


V^i  —  e'sin'7*y^i  —  é^  ûx)}x  —  ^'sinjsinjcosarcosr 


I  —  e'sin^:rsin^j' 

Or  le  numérateur  sera  positif  si  Ton  a 

(i  —  é^  sin^j^)  (i  —  é^  sin'j:)  >  e^  sin'j:  sin'/  cos'ar  cos^j, 

ou  bien 

ff*  sin^  j:  sin*j(  i  —  cos'x  cos^j)  —  e'  (sin'^  -r-  sin*j  )  -h  1  >  o  ; 

et  cette  inégalité  a  réellement  lieu,  car  le  premier  membre 
peut  s'écrire 

(i  —  ^'sin^or  sin'j}[i  —  ^^(i  —  cos'^cos^jr)]? 

résultat  nécessairement  positif,  puisqu'on  a  e  <[^  i .  On  ver- 
rait que  le  signe  —  dans  l'équation  (3)  convient  au  cas  où 
l'on  suppose  cos  J  <^  o. 

En  rapprochant  Téquation  (3)  de  la  proposée,  on  obtient 
une  importante  propriété  des  fonctions  elliptiques. 

162.  On  trouve  par  la  différentiation 

à=„^.,(i)-,.-Y(i)-Çr(i). 

et,  par  suite, 

àz  âz 


y 
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résultat  facile  à  prévoir,  puisque  z  est  une  fonction  homo- 
gène de  degré  n. 

On  pourrait  d'ailleurs  observer  tout  d'abord  que  les  deux 
f  jnctions  se  réduisent  à  une,  car  on  a 

■=-['(s)-(s)Mî)]=-^©- 

163.  Le  second' membre  étant  homogène  du  degré  /i,  on 
a  sur-le-champ 

du  du         du 

ox  oy         oz 

164.  On  trouve,  en  différentianl  successivement  par  rap- 
port à  a:  et  à  j , 

^[•---rT'W-jf(^)]=?(2), 

^[i"^?'(^)-rf(*)]=-H^); 

ot  par  suite 


\àï 


/désignant  une  fonction  arbitraire. 
Posons,  pour  abréger, 

àz  ôz  dp  dp       dq  dq 

djn      '^      dy  dx  dy      dx  dy 

Il  viendra,  en  éliminant  y*  de  l'équation  (i), 

q*r — 7.pqs -\- p'^ t  z=L  o\ 

c'eit  l'équation  générale  des  surfaces  réglées  à  plan  direc- 
teur. On  vérifie  aisément  que  l'équation  des  surfaces 
conoïdes  satisfait  à  eette  relation  différentielle. 
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165.  L'équation  proposée  peut  s'écrire 

logZ=r  \0Qff  (ajr  -f-  bx)  -+-  log >[/(«/  —  6x), 

ou  bien 

logz=  Y(ajr-\-  bjr)  -^/(ay  —  bx)^ 

F  et  y* désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

On  en  déduit,  en  adoptant  les  notations  du  numéro  pré- 
cédent, 

^  =r  bT[ay  -+-  bx)  -  bf{ay-^  bx\ 
z 

^=  a¥'(ay-h  bx)  ■+■  af'{ay—  hx), 
^SILEL  =6»F''(ar  +  hx)  +b^/''[ay-  bx), 

Z* 

^^~Z^    =à'Y*'[aX'\-bx)  -^a^f^ay-^  bx). 

z 

Les  deux  dernières  équations  conduisent  à  celle-ci  ; 

a?[zr—p^)  —  b^[zt—  q^)  =  o. 

166.  On  trouve,  en  différentiant, 

du du  ôr       Ou  àz 

àx       dr  àx       Oz  ôx 

du       du  dr       du  dz 
^  dy       dr  dy       dz  dy 

-£=  fa-f  c^\ff'{ax-hcz)=zay[ax^by), 

dr 

—  =  —  b^'{ax^by)^ 

dr 

-r— =  co'iax  •+-  cz)\ 
oz  *  ' 


d'où  l'on  déduit 


I  dr         I  dr 

a  dx       b  dy 
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et 


I  du      I  du du  (  i  dz      i  dz\ 

a  djc       b  dy       dz  \a  dx       b  dy) 


On  a  d'ailleurs  les  deux  équations 


( 


fl  4-  c^  ]  ff[ax  +  cz)  =  a-^' [ax  —  6/], 

c  -T-  (f' [ax  -+-  cz]  =  —  b^'  [ax  —  by). 


qui  donnent 

i  dz       I  dz           I 
a  dx  '   b  dy           c 

et,  par  suite, 

T  du       I  du       I  du 
a  ox       b  oy       c  oz 

167.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  la  plupart  des  cas 
où  l'on  a  à  diflerentier  des  produits  de  plusieurs  facteurs, 
il  est  avantageux  de  prendre  la  différentielle  logarithmique 
des  expressions  sur  lesquelles  on  opère. 

Difl'érentiant  donc  par  i^apport  à  x  les  logarithmes  des 
deux  membres  de  l'équation  proposée,  il  vient 

i  du ^"  [x]  ^^'  [^) 


U  dx        (p'(ar)        y(x)  -f- 1^/) 

Cette  équation,    différentice   par   rapport   à  j',   donne 
celle-ci  : 

\    d^u         1    du  du 19  [x)'if' [y] 

u  dxdy      u^  dx  dy       [^[^]  -^  •}(/)?' 


ou  bien 


d^u        du  du ^ 

dxdy      dx  dy 
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Le  prcmîcr  membre  de  cette  équation  peut  s'écrîro 


m 

tt*  — = ==-  =  u^ ~-  : 

djr  ôxdx 


d'où  résulte 


— — —  =  2«. 
ôxdx 


Cette   équation  joue  un  rôle  important  dans  Tétude  des 
surfaces. 

[Géométrie  analytique  de  Monge,  édition  Liouville.  ) 

§  IX.  —  Vraie  valeur  des  expressions  qui  se  présentent 

sous  des  formes  indéterminées. 

1G8-      a\ 

1C9. La  fonction  proposée  est  égale  à  la  somme 

X  -4-  ix"^  -f-  3x*  -+-...  H-  naf^^ 

170.  — î -^ La  lonction  proposée  est  égale 

à  la  somme 

A»  A  20 

171.  — • 

172.  4-- 

173.  Y^'  La  fonction  proposée  est  la  somme  de  la  série 

I  I  I 

+  -^^ :  4- 


I  +  x^        2^  4-  A-'         3*  4--  a:» 

(n°  606.) 
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8 


174.  -Q  •  L'a  fonctîon  proposée  est  la  somme  de  la  série 


I  I  I 


(n°  656.) 

175.  La  fonction  proposée  revient  à 

irx       tangTT  J"  —  7r.r 


n^ 


tang7r.r  ^irx^         ' 

^  est  la  vraie  valeur  du  second  facteur  et,  par  conséquent, 

de  la  fonction  elle-même. 

.  On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  faisant  usage  du 
développement  de  tangTTj:  en  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  l'arc. 

176.  La  vraie  valeur  est  celle  de  l'expression 

/?cos'x  tangjT         smix      Q.p.v 
cos'/7j:  langjoj:  2j:      sin  7.pjc 

qui  se  réduit  à  i . 

177.  Zéro  pour  n  positif,  —  oo  pour  n  négatif. 

178.  logx'"i=  j;"log:r. 

Donc,  en  vertu  du  numéro  précédent,  la  vraie  valeur 
cherchée  sera  r  ou  zéro,  selon  que  n  sera  positif  ou  négatif". 

179.  -'. 
0 

180.  —  3.   On  prend  sinx  pour  variable  indépendante. 

181.  sina. 

182.  Le  logarithme  de  l'expression  proposée  a  pour  vraie 

valeur  celle  de  la  quantité 

sinflrj: 


a  smax  à}  \    ax 


7.h  çQ^ax  co^hxûïihx  2  ^' ces  a  j:  ces  ^  a:  /sinôjc 

hx 
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La  quantité  cherchée  est 


fl' 


183. 


18i. 


I  -f-û' 


cos'a 
a —  b 


g -h 


185.  La  vraie  valeur  est  i. 

186.  Le  calcul  se  simplifie  en  mettant  Texpression  sous 
la  forme 


^inx 


X  —  sinx  ' 


^  —  T 

on  est  conduit  à  la  recherche  de  la  vraie  valeur  de  — ^ 
pour  M  =  o,  laquelle  est  l'unité. 

187.  L'expression  se  ramène  à 

z  —  log(i  4-  z) 


z 


1 


? 


I 
en  posant  x=  -• 

La  vraie  valeur  est  -• 

s 
188.      e?. 

dy  5 

189.  -^  =  ±:  -=  >      pour     a?  =  o. 
dx  y/24 

La  courbe  représentée  par  Téquation  proposée  est  con- 
nue sous  le  nom  de  courbe  du  diable. 

190.  -^=00,     pour    xz=zo. 
dx 
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§  X.  —  Maxima  et  minima. 

191.  Pour  j:=  I,  j  est  minimum. 
Pour  xz=:zi^  r  est  maximum. 
Pour  x=  3,     r  est  minimum. 

i92.  En  égalant  la  dérivée  à  zéro,  on  trouve 

*  4'^'  —  753 x'  +  4o34o^  H-  566400  =  o, 

dont  les  racines  approchées  à  moins  de  0,01  sont 

■4-22,06,     -f-6i,o3,     -4-io5,i5, 
et  les  valeurs  correspondantes  de  j^ 

—  62,8,     -f-63,2,     — 116,2. 

La  considération  de  la  dérivée  seconde  apprend  que  la 
deuxième  valeur  est  un  maximum,  et  que  les  autres  sont 
des  minima. 

-^«      ^X  I  —  •^' 

193.  --=:-, TT7=o,     x=±i. 

Pour  reconnaître  les  maxima  et  les  minima,  il  suffit  de 
considérer  seulement  la  fonction  i  —  x*,  parce  que  le  fac- 
teur 7 :--  restera  toujours  positif  et  sa  dérivée  ne  de-. 

viendra  pas  infinie-,  or 

donc  X  =  I  répond  au  maximum,  x  =  —  i  au  minimum. 

La  remarque  faite  sur  cet  exemple  simplifie  souvent  les 

calculs  qui  servent  à  distinguer  les  maxima  et  les  minima. 

194.  En  opérant  comme  dans  le  numéro  qui  précède,  on 
trouve  immédiatement  quej^  est  maximum  pour  j:  =  o  et 
minimum  pour  x  =  2. 
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195.  Pour  X  rrz  o,  y  ^i  -j-^  minimum. 
Pour  j:  =  —  2,  j  =  QO  . 

196.  Pour^rr: — ,   t' = >  maximum. 

Ce  calcul  résout  la  question  suivante  :  Un  point  lumineux, 
situé  sur  une  verticale  donnée,  éclaire  une  surface  horizon- 
tale inflniment  petite  dont  la  position  est  connue^  à  quelle 
hauteur  doit  être  placé  le  point  lumineux  pour  que  Téclai- 
rement  de  la  surface  soit  le  plus  grand  possible  ? 

197.  Pour  xz=.&*^   Y  =^  — t    maximum. 

ne 

198.  Posant  z  =jf ',  et  ne  tenant  compte  dans  la  dérivée 
que  du  facteur  (n*'  188) 

on  trouve 

pour  orzizro,      minimum; 

pour  X  =r  I ,      maximum  ; 

pour  J7  =  'j,      minimum. 

199.  Pour  X  rr: 9    r  =  2,    maximum; 

2     *^ 


•  • 


pour  .r  =r  I ,  y  z= —  I ,  ni  maximum  m  minimum. 

200*     Pour  X  z=r  2'  « ,  j>=  4^  ^  j  maximum  ; 
pour  .r  =  o ,  /  =r  o ,   minimum . 

201.  Ni  maximum  ni  minimum. 

202.  Pour  x=: -t     7= -<)    maximum. 


Frsnet.  —  RecuelL 


Il  —  m'y  (i  — /w^ 
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203.  Pour  :r  =  o,  j/-  =  o,  u  s'annule,  ainsi  que 

\dxdy)        àx^  dy^ 

En  formant  les  différentielles  d}u  et  d^u^  on  reconnaît 
que  ur=o  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum.  On  arrive 
aussi  à  ce  résultat  en  observant  que  la  quantité 


2.^2  (  Z—i^, 
X 


pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  x  et  de  y^  passe  du 
négatif  au  positif  quand  -  passe  de  zéro  à  i. 

»  j_ 

Pour  .Tz=zzh9.^  etj=:zp:2',     «=:  —  8  est- un  minimum» 

_                   a                  a                  a*  , 

204-     Pour  .r  rrr  —  et  j  =z  ~»     11= ->    maximum. 

Pour  .rzzr  o  et  r  =  o ,    w  =  o ,    ni  maximum  ni  mini- 
mum. 

205.  Quand  u  sera  maximum,  logw  le  sera  aussi,  et  ré- 
ciproquement. Prenant  les  logarithmes  de  deux  membres  et 
égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  second,  on  trouve 

Adoptons  le  signe  -f-  et  posons 


a 


b   -«' 


il  en  résulte 

xrzzzna^     y:=in'a^      zrrzn^a. 

Calculons  les  dérivées  secondes  et  remplaçons-y  les  incon- 
nues par  ces  valeurs  •,  les  conditions  de  maximum  ou  de 
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minimum  pour  les  fonctions  de  trois  variables  indépen- 
dantes se  réduisent  à 

^  ^  8  ^ 


et  la  fonction  u  a  pour  maximum 


I  \  4 


Le  signe  —  donnerait  un  minimum. 

206.  En  appliquant  la  méthode  des  multiplicateurs,  et 
désignant  par  X  celui  de  Téquation  donnée,  on  a 

(i)  \\{\  -hp^)'r  -hpqx]  H-  r.r-4-.vj=:o, 

(2)  'k[pqa:-h  {l-h  q^)^]-^  SX-h  tf  =  0, 

Multiplions  (i)  par  ^,  (2)  parj^,  et  ajoutons,  il  vient 
ce  qui  donne 

[m(i  -hp^)—r]a:z=z  —  [upq  —  s)y, 
[u{l-^q-)  —  t]y—  —  [upq—  s)x 

et,  par  suite, 

C'est  l'équation  qui  résout  la  question  proposée. 

La  même  équation  se  rencontre  quand  on  cherche  les 
rayons  de  courbure  maxinium  et  minimum  en  un  point 
d'une  surface  (n°  316). 

207.  En  remarquant  que  sin2;^  =  cos2j:,  on  trouve 


u  =  -\a-^b±{a^"¥b^Y\ 
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Le  signe  +  correspond  à  un  maximum,  le  signe  —  à  un 
minimum. 

208.  Par  la  méthode  des  multiplicateurs  on  trouve 


u 


loga^log^'logc^ 


209.   i^ig'  40  Soient  A  et  B  les  deux  points,  Ox  la 
ligne  droite,  O  l'origine,  a  et  b  les  coordonnées  de  A, 

Fig.  4. 


0        M 


rtj,  by  celtes  de  B,  et  OP  =  a:;  on  trouve  que  la  condition 
du  minimum  est 


.T  —  a 


a, 


X 


c'est-à-dire  que  les  angles  APM,  BPN  sont  égaux. 

On  a  supposé  les  points  et  la  droite  dans  le  même  plan; 
la  question  se  traite  absolument  de  même  quand  cette  con- 
dition n'a  pas  lieu. 

210.  2fl  étant  l'arc  donné,  x  le  rayon  cherché,  la  condi- 
tion du  maximum  est 


al'       a  ,    a 

CCS  -  l  a  ces X  sm  -  I  z=  o. 

x\  X  X 


On  en  tire  x=  — i  c'est-à-dire  .que  le  segment  est  un  demi- 
cercle.  Les  valeurs  de  Vangle  -  supérieures  à  tt  ne  peuvent 


convenir. 
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Le  second  facteur  donne 


i33 


a 

tang- 


=  I 


•  • 


ce  qui  exige 
il  en  résulte 

qui  est  un  minimum. 


(-:)  "  ■ 


j?  =  QO  ; 


r  =  o, 


211.     {Fig.S.)     AC  =  ay     AB=Ô,     AX  =  ar. 


Le  minimum  correspond  à 


X 


v/I 


212.     (/ïg-.e.)    POM  =  a,     OF  =  f,     OM  =  0. 

Fig.  6 


La  condition  du  maximum  est 

d<f  —  ^0  ==  o  ; 


i34 

d'ailleurs 

Il  en  résulte  que 
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tango  =  cosatangç. 


tangcp  —  y/séca 


donne  le  maximum. 


213.  Soient  r,  /'  les  rayons  des  sphères,  a  la  distanci* 
des  centres,  x  la  distance  du  point  cherché  au  rentre  de  la 
sphère  de  rayon  r  -,  on  a 


9 
,3 


JT  =  a 


1  1 


On  suppose  que  le  point  demandé  est  situé  entre  les  deux 
centres. 

214.   [Fig*  7-)  Soient  S  le  sommet  de  la  pyramide  addi- 
tionnelle, PQRS  une  de  ses  faces ,  prolongée  jusque  dans 


rintérieur  du  prisme.  On  abaisse  SO  perpendiculaire  sur 
la  base,  et  Ton  mène  OM,  RP,  SQ,  qui  se  rencontrent  au 
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point  N.  Il  résulte  de  cette  constraction  que  les  pyra- 
mides PSRO  et  PMRQ  sont  égales  5  de  sorte  que  le  volume 
en  question  est  indépendant  de  Tinclinaison  de  SQ  sur  OM. 
La  valeur  minimum  chercliée  correspond  à 

sinS]S0=:r4:.. 

Les  alvéoles  des  abeilles  ont  précisément  la  forme  qui 
résulte  de  cette  solution. 

215.  [Fig.  8.)  Soît  fait 


le   plan    principal  ABC    étant   perpendiculaire    au    plan 


sécant,  on  a 


DN  =:  -Jc,      EN  ~  [ax  ^-  .r')%      FDE  =  ^^  [ax  —  x'\K 
a  oa 


Le  maximum  de  la  dernière  expression  répond  à 


X  =z 


3£ 

4 
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216.  [Fig-  9)  Si  Ton  pose  AC  =  a,  CD  =  é,  CN  =  x. 
BP  représentant  le  grand  axe  de  Tellipse,  la  condition  du 


maximum  est  donnée  par  Téquation 

3(«^-}-  b^)x^—  ^b[a''—  b^)x  -f-  b^[a^ -^  b^)  =  o. 
Les  racines  seront  réelles  si  Ton  a 


a^b\i  -1-^3), 


c'est-à-dire  lorsque  Tangle  du  cône  aura  moins  de  3o  degrés. 

Si  les  racines  ne  sont  pas  réelles,  il  n*y  a  pas  de  maxi- 
mum, et  la  surface  de  T ellipse  augmente  à  mesure  que  son 
plan  se  rapproche  de  la  base. 

On  aurait  pu  traiter  le  problème  en  prenant  pour  in- 
connue Tangle  (p  que  fait  le  plan  sécant  avec  le  plan  de  la 
base.  En  désignant  par  iol  Tangle  du  cône,  la  condition  du 
maximum  est  alors  donnée  par  l'équation  très- simple 

sin2(p  =  2sin2a, 

qui  conduit  au  résultat  déjà  obtenu. 

217.  Soient  S  la  surface  totale  d'un  secteur  appartenant 
à  une  sphère  dont  le  rayon  est  x,  j  la  hauteur  de  la  zone 
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qnî  lui  sert  de  base,  ^  cra'  le  volume  donné;  on  a  les  équa- 
tions 

y 


Posant 


-=  a,       -  =z, 

2X3  a*  a 


il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  de  z  qui  rendent  maxi- 
mum ou  minimum  la  fonction 

2-+-(z»— l)^ 

u  ■=. i —' 

z 

On  trouve 

U'Z=Z   j , 

d'où  les  deux  solutions 

Z'=:  lO,        Z*=  2. 

On  a  donc  les  deux  systèmes  de  valeurs 

x=i  a  i/io, 

et 

(  x  =  a^Z, 

La  dérivée  seconde  apprend  que  le  premier  répond  à  un 
minimum  et  l'autre  à  un  maximum. 

218.  Soient  x  le  rayon  du  fond  du  vase,  y  celui  de  l'ou- 
verture, z  la  hauteur,   a  l'angle  de  cette  hauteur  avec 
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dû' 


Tarête,  et  -5-  le  volume  donné:  on  trouve 

(i)  j^  —  x'^rn  ût'tanga, 

tt*  sin  a  =  j^  —  .r»  (  I  —  sin  a  ) , 

en  désignant  par  u  u*  la  surface  dont  on  clierclic  le  mini- 
mum. On  déduit  de  là 

ydj'  —  a:dx{i  —  sina)  =  o, 
jr^djr  —  x*dxz=z  o, 

d'où  résulte  l'équation 

x[\  —  sina)  =:  o, 

y 

satisfaite  par  j:=  o,  et  aussi  par  x=  (i  —  sina)j^.  Négli- 
geant la  première  solution  qui  répond  à  un  cône,  on  tire  de 
la  seconde,  combinée  avec  Téquation  (i), 

a 

y  — 


y/cosa(3  —  3  sina  -f-  sin^a) 


,s 


et,  par  suite,  x  q\.xsu 

Le  résultat  obtenu  répond  bien  à  un  minimum,  la  sur- 
face du  vase  pouvant  croitre  indéfiniment. 

219.  Soient  O  le  centre  du  cercle,  /•  le  rayon,  a  l'angle 
que  fait  MP  avec  le  diamètre  mené  par  le  point  P  5  si  l'on 
pose 

on  a,   pour  l'expression  u  de   l'éclairement  reçu  par  la 

surface, 

h  sin  a 


u 


cr} 


D'ailleurs 


r  =.  x'^  -r-  0}  -\'  2iza:cosr3 
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doù 

tt»  __  ^a\T^  —  (/•>  —  a'  —  .r')' 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre,  il  vient 

X*  —  4j-'(a'  +  /^)  -+-  3(/-'  —  a')2  =:  o. 
Cette  équation  fournit  les  valeurs 

dont  la  dernière  est  à  rejeter,  parce  qu'elle  conduit  à  l'iné- 
galité x'^  a-i-  r.  La  première  répond  à  un  maximum,  car 
deux  minima  ont  lieu  aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe 
par  le  point  P. 

220.  Soit  fait 
AP  =  a,     YAX  =  Ô,     MA=:^,     MP^j,     MPA  =  a; 

l'éclairement  u  sera  exprimé  par  la  formule 

/'  sin  a 


u 


X' 


k  désignant  une  constante. 

Or 

a  sin  0 


sm(6  ■+■  a) 

d'où 

Â-  sin  a  sin^  (  0  -f-  a  ) 

«'sm'O  ' 

et  par  suite,  en  différentiant, 

sin(0  ■+■  a)[3sin(0  ■+■  2a)  —  sinO]  =o, 
Un  minimum  évident  répond  à  la  solution 

sin(ô  4-  a)  =  o, 
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et  Ton  a  pour  le  maximum  cherché 

sin(0  -f-  2a)  =-  sinÔ, 

o 

formule  facile  à  construire. 

221.  En  prenant  des  axes  rectangulaires  et  supposant  les 
deux  points  situés  sur  Taxe  des  x^  à  la  même  distance  a  de 
Torigine,  on  a  les  équations 

Am  =:u^  =  x^-h{x — ay, 
Bm  =  p'  =7»  -h  (a:  H-  a)% 

dont  la  première  exprime  qu'un  point  m  du  plan  appar- 
tient au  cercle  du  rayon  R  ayant  son  centre  au  point  (a,  P). 
La  question  conduit  à  poser 

du  -\-  dv  ■=.  G, 
c'est-à-dire 

y  djr -^  {x  —  a)dx       ydy  -\~  (x  -\-  a)di: 

1 : r=  O, 

u  V 

avec 

[x  —  (x.)dx  -\-  [y  —  t)dy=2  0. 
On  en  déduit 

u  _  fl(7  — 6)  —  \(x^^)x—x(x-~^)] 

OU  bien 


en  faisant 


u 

a  — 

a  -h 

T 

X{x  —  a 

'•) 

X — -  =  X', 
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Or  celte  quantité  k  n'est  autre  que  la  distance  de  Tori- 
gine  au  point  P  où  Taxe  des  x  est  rencontré  par  la  droite 
qui  joint  le  centre  du  cercle  au  point  m,  La  dernière  rela- 
tion revient  donc  à  celle-ci  : 

km  _  AP 
B^  ~  BP' 

d'où  il  résulte  que  la  droite  mV  est  bissectrice  de  Tangle 
A/wB,  et  que,  par  suite,  le  point  clierclié  est  le  point  de 
contact  de  la  circonférence  et  d'une  ellipse  tangente  au 
cercle,  ayant  pour  foyers  les  deux  points  donnés. 

Le  problème  se  traite  facilement  par  la  Géométrie  ^  il 
suflSt  d'exprimer  que,  en  passant  du  point  m  à  un  point  m 
infiniment  voisin  sur  la  circonférence,  la  différence 
A/w'B  —  AmB  est  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  au 
premier. 

222.  L'ellipsoïde  ayant  pour  équation 

a?        b^        c^ 

et  20?,  2  7,  2  3  étant  les  arêtes  du  parallélépipède,  on  a 

abc 

le  volume  cherché  est  donc 

^ahc 
3/3  " 

223.  {Fig,  lo)  ABC  est  le  triangle  donné,  DEF  le 
triangle  inscrit,  et  l'on  a 

GD  =  ir,      AE=jK,       BF=^. 


1 


f42 

On  trouve 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


X —  [b  — jr)  cosC 


[x'-4-  [b—yY  —  ix[b  —  y)cosCy 
[a  —  x)  —  zcosB 

[-5*  -+-  {a  —  xy  —  ^z{a  —  .r)  cosB]* 

et  deux  autres  équations  analogues  ;  ce  qui  prouve  qu'on  a 

FEA  =z  DEC,     EDG  =  BDF,     BFD  —  AFE. 


Le  triangle  demandé  s'obtient  donc  en  joignant  entre 
eux  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
du  triangle  ABC  sur  les  côtés  opposés. 

224.  Ix  -}-  mj  4-  nr  =  o  étant  Téquation  du  plan  donné, 
/'  la  distance  du  centre  de  la  surface  à  un  point  de  la  section, 

on  a 

r^  =  x'  -f-  /*  -t-  3*, 

o  =:  /a:  -f-  my  -f-  nz. 

Soient  \  et  ^  deux  multiplicateurs  indéterminés  \  la  mé- 
thode connue  donne 


.r  -f- 1/  =  ^a^x, 
On  tire  de  là 


y  -{-1111=  nb^y,     z  'h'knzr:  tic^z. 


f  =  75' 
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et  par  suite, 

\lr^  Imr^  Inr^ 

On  trouve  enfin,  pour  obtenir  le  maximum  et  le  minimum 
de  r,  réquatîon  suivante  : 

V  m?  ri} 


r-  —  d^     '    r-  —  b*        r*  —  c 


elle  sert  à  déterminer  les  vitesses  de  Tonde  propagée  dans 
un  milieu  cristallisé.  La  surface  considérée  dans  cet  exemple 
est  la  surface  d'élasticité. 

[Fkesnel^  Mémoire  de  l'Institut,  t.  VII  ,  p.  i3o, 
et  Herschel,  Théorie  de  la  lumière.) 


.3  yî  ^2  9 

L.    _l_  !1 j 

«»         b^         c' 


3r*  "v^  z 

225.      ■",  "^  77  "^ — î  ^^  ^  '     équation  de  rellipsoïde  ; 


Ijc  -f-  m/  -+-  nz  r-  o,     équation  du  plan. 

En  opérant  comme  dans  le  numéro  précédent,  l'équation 
qui  détermine  les  axes  est  la  suivante  : 

H 1 7T  H ^ =  o. 


r^  —  a}         r^  —  b"^         /*'  —  c 


Après  avoir  ordonné  par  rapport  à  r,  on  trouve  que  le  pro- 
duit des  demi-axes  de  Tellipse  d'intersection  est 


abc 

1 1 


et,  par  suite,  la  surface  a  pour  expression 

rrabc 


Ow2\» 


(aU'-;'b^m^-\-c^n^) 

226.  Le  volume  demandé  est  égal  au  produit  des  trois 

demi-axes  principaux  par  -—-9  et  comme  ces  demi-axes  sont 
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les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  vecteur  r  mené 
par  le  centre,  il  suffira  de  chercher  les  maxima  et  minima  de 
la  quantité 


^Inr'i 


r  •=:  y'x^  -H  /'  -h  z^ , 

le  point  x^j^  z  appartenant  à  l'ellipsoïde.  On  trouve  alors, 
en  désignant  par  X  une  indéterminée, 


(I) 


d'où 


par  suite 


X.r  -f-  ax  -4-  h'z  -h  h" y  =  o, 
\y  -4-  a! y  -h  bz  -{-  h" x  ==  o, 
\z  -\-  a"z  -r-  hy  -\-  h' x  =z  o, 

__  -^ajx  —  b'y  ~V z  —  o, 

h"x-^  f  ^  —a'\y  -i-£>z=:o, 

y  X  -\-  by  —  f  --  —  rt'M  z  =  o. 

L'élimination  de  x,  y^  z  entre  ces  équations  conduit  à  an- 
nuler le  déterminant 


71-^ 


—  b" 


—  b' 


b" 


y 


-(^-) 


c 
a 


// 


ce  qui  donne 


( 


7'-")\7' 


—  a 


a 


ti 


-l^\--a 


—  b'n-- 


-«')-*"'(j-''")- 


2ftè'i»''=0. 
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Développant  et  ordonnant  par  rapport  à  /•,  Téquation  à 
laquelle  on  arrive  fournit  les  carrés  des  demi-axes  princi- 
paux de  la  surface.  Le  produit  de  ces  carrés  n*est  autre  que 
le  dernier  terme  changé  de  signe,  c'est-à-dîre  le  quotient 
de  c'  par  le  déterminant  du  système  des  équations  (i)  dans 
lesquelles  on  suppose  "k  égal  à  zéro.  On  conclut  de  là  que 
le  volume  demandé  a  pour  expression 


4- 


(  aa'  a"  —  fl/y»  —  a'  h"-  —  a"  b"^  -+-  i  hU  h"  ) 


227.  [Fig.  11.)  En  désignant  par  a  et  6  les  coordonnées 


du  centre  de  Tellipse  cherchée,  Téquation  de  cette  courbe 
peut  s'écrire 


A(a:  —  a)= -f- 2B(.r  —  a)  (j  —  6  j -4- C(  j  —  6)= -h  I  =  o. 

Posons  CA  =  /7,  CB  =  ^,  et  exprimons  que  la  courbe  passe 
par  les  points  C,  A,  B^  il  en  résulte  les  trois  équations 


(>) 

Aa'  -i-2By6 

+  C^^ 

-f-  I 

0, 

(^) 

A(/.- 

«r 

2Bfy?        a)^ 

-4-CS2 

4-  I 

0» 

(3) 

C{î- 

-sr 

2B(^        6)7. 

-4-A5C- 

-f-  I 

0. 

Frcnet 

—  Recueil. 
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Retranchant  successivement  Téquation  (i)  des  équations 

{2)  et  (3},  il  vient 

(4)  A(7.%  —  p)  -h  2B<5  — o, 

(5)  C{l^-q)  -}-2Ba=rO. 

Les  relations  (1),  (4\  (0)  donnent  enfin,  pour  les  coeCi- 
cients  A,  B,  C, 

a(/7o-|-<7  3c  —  />(7)  2a6(/^Ç -f- <7a — /?^) 

^^         — (2a~/?) 


^{p^  -h  qoc  — pq) 


Pour  obtenir  Texpression  S  de  la  surface  de  Tellipse  en 
fonction  de  ces  quantités,  cherchons,  en  suivant  la  marche 
du  numéro  précédent,  Téquation  qui  a  pour  racines  les 
demi-axes  de  la  courbe.  Cette  équation  étant 

(AC  —  B^)z*  -f.  (A  H-  C  --  2BcosÔ)z'  -h  siii>Ô  =  o, 

le  carré  du  produit  des  demi-axes  est  donc 

sin^  9 

AC  — B^' 

et  par  suite, 

n  sinÔ 


8  = 


2\> 


(AC  — B^) 


Le    minimum  <7  de  S  correspondant    au    maximum  de 
AC  —  B',  il  suffit  de  chercher  le  maximum  de  cette  fonc 
tion  des  deux  variables  a  et  o.  Les  valeurs  de  A,  B,  C  soni 
connues  -,  en  faisant  le  calcul  et  ne  prenant  que  les  facteui'S 
utiles,  on  arrive  aux  équations 

2  7  a  -{-  /p  §  —  /'(Z  =  o  >       2/?  ?  -h  <7  a  —  pqzzizOf 

d'où 

«  =  '-       6—.',      cr  =  -v/3/;7SinO. 
3  39 


I 
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Ou  voit  que  le  centre  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravité 
iu  triangle.  De  plus,  si  Ton  fait 

)n  trouve  {(P-hQ)  et  ^(P  —  Q)  pour  les  deraî-axes. 

Euler  est  le  premier  qui  ait  traité  ce  problème.  La  solu- 
tion précédente  est  due  à  Bérard  [Annales  de  Gergonnff, 
t.  IV).  Liouville  en  a  donné,  dans  le  tome  VII  de  son 
journal,  une  solution  géométrique  très-simple. 

228.  Cette  question  peut  se  résoudre  en  suivant  une 
marche  semblable  à  celle  du  numéro  précédent.  On  trouve 
ainsi  que  Taire  de  Tellipse  maximum  est  égale  à  celle  du 

triangle  multipliée  par  — j?  que  son  centre  coïncide  avec  le 


3^ 


centre  de  gravité  du  triangle,  et  que  les  points  de  contact 
sont  les  milieux  des  côtés. 

(Bérard,  Annales  de  Gergonne,  t.  IV.) 

229.  h  désignant  la  hauteur,  et  a,  6,  y  les  angles  dièdres 
correspondant  aux  côtés  a,  è,  c  de  la  base,  il  faut  rendre 
minimum  l'expression 

fih  hh  (h 

-. 1 : 1 : > 

sin  a        sin  S        sin  7 

qui  représente  la  demi-somme  des  triangles  latéraux.  Les 
angles  a,  S,  7  sont  liés  d'ailleurs  par  la  condition 

a  cola  -+•  b  cote  -I-  c  0017  =z  const. 
On  trouve 


a  i=r  S  :=:  7, 


230.   Soient  A,  B,  C  les  points  donnés.  Prenons  pour 
axe  des  oc  la  droite  qui  joint  A  et  B,  et  pour  axe  des  j^  une 


10. 
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perpendiculaîre  à  cette  droite  menée  par  le  point  A.  a  étant 
Vabscisse  de  B^  a,  £  les  coordonnées  de  C,  x^  y  celles  du 
point  cherché,  l'expression  à  rendre  minimum  est  la  sui- 
vante : 

Posons 


t 

=  o 

> 

dfù 

on  en  tire 

a  —  X 

X  —  a                                .-r 

[(.r        «)'+(j 

-h\\ 

■  / 

fl 

1  ' 

h      X 

Y                                           Y 
1 

U  f               rT\^  -l.    {    V- 

1 

\{  . 

1       '                               ,  • 

r            «^•■'_l_v212              r  -,.2  _i      ,^2  \  2 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

d'où  Ton  déduit 

et  comme  le  second  membre  peut  s'écrire 


on  trouve  enfin 


X^  -t-  )''  —  OLX  =rr  Ztl  —^ 

v/3 


Cette  équation  représente  les  deux  cercles  qui  correspondent 
aux  segments  capables  des  angles  de  1 20  degrés  qu'on  peut 
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décrire  sur  la  corde  AB.  Il  suit  de  là  que  le  point  cherché 
est  à  l'intersection  de  trois  segments  semblables  décrits  sur 
les  côtés  AB,  AC,  BC-,  il  jouit  par  conséquent  de  celte 
propriété  que  les  droites  qui  le  joignent  aux  points  A,  B,  C 
forment  trois  angles  égaux  entre  eux  et  de  120  degrés. 

Quand  le  triangle  ABC  a  un  angle  plus  grand  que  i  io  de- 
grés, les  segments  ne  peuvent  pas  se  couper.  Les  deux 

conditions  -p- =  o,  -^^  ==  o   sont  alors  incompatibles.  Le 

dx  '   dy  ^ 

problème  ayant  toujours  une  solution,  pour  trouver  celle 
qui  convient  dans  ce  cas,  remarquons  que  les   dérivées 

deviennent  -  si  Ton  prend  pour  le  point  cherché  l'un  des 

trois  points  A,  B,  C5  c'est  donc  Tun  de  ces  trois  points  qui 
résout  la  question,  et  Ton  voit  sans  peine  qu'il  faut  choisir 
le  sommet  de  l'angle  obtus. 

Ce  problème  fut  proposé  par  Torricelli  à  Fermât,  qui  en 
donna  peu  après  trois  solutions  \  plusieurs  géomètres  s'en 
sont  occupés  depuis.  La  solution  précédente  est  due  a 
M.  J.  Bertrand  (^Journal  de  Liouville,  t.  VIII). 

§  XI.  —  Tangentes  aux  courbes  planes. 


231.  Sous-tangente  = 


X? 


232.   La  tangente  a  pour  équation 


1  _  1 

3  V       I       »,       3 


et  lés  segments  qu'elle  détermine  sur  les  axes  à  partir  de 

l'origine  étant  (a*jc)%  (^'j^)S  la  somme  de  leurs  carrés 
est  égale  à  la  constante  a*. 
La  courbe  est  nommée  astroïde  par  quelques  auteurs. 
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233.  Les  abscisses  des  points  de  rencontre  étant  o, 
n'{-  m^  a—r  m^  il  en  résulte,  pour  les  équations  des  tan- 
gentes correspondantes, 

y  =z  m[3m  —  2a] x  -\-  im[m  —  « )'. 

Le  point  où  la  tangente  à  une  courbe  du  troisième  degré 
coupe  la  courbe  est  dit  le  point  tangentiel  du  point  de 
contact.  Le  premier  de  ces  points  que  Ton  considère  ici  a 
donc  pour  coordonnées 

X  =  ia^     y  =  2/7*. 

L*abscisse  du  second  satisfait  à  l'équation  suivante: 

( I )  m[  3m  -f-  2/7)0;  —  2 m  [m  ~\-  ay  =z  .T [x  —  a)^; 

mais  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  l'obtenir,  de  résoudre 
cette  équation.  On  sait,  en  ellet,  que  Tabscisse  a -j-  /n  du 
point  de  contact  est  racine  double  de  (1),  et,  comme  le  pro- 
duit des  racines  est  — 2m(a -+- m)*,  en  le  divisant  par 
(rt  -+-7;/)*,  on  a  Tabscisse  clicrchée.  On  trouve  ainsi  pour 
le  deuxième  point,  et  semblablement  pour  le  troisième,  les 
coordonnées 

X  =  —  2/72,       X= —  2/72(2/77  H-  <2j% 
X  =:=  2/72,       J>=  2/77(2/72  —  ay. 

On  reconnaît  immédiatement  que  ces  trois  points  sont 
situés  sur  la  droite 

y  z=  (a^-h  ^m^],v  —  8/72'^/. 

C'est  là  une  vérification  d'un  théorème  général  démontré 
par  Maclaurin,  et  qu'on  peut  éroncer  ainsi  :  Quand  trois 
points  d'une  courbe  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  il  en  est  de  même  de  leurs  points  tangcnliels. 
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234.  [Fig-  i3.)  Quand  le  cercle  dont  le  centre  esl  O  et 
dont  le  rayon  est  0B=  b  roule  sans  glisser  sur  la  droite  AX 
donnée  de  position,  la  courbe  engendrée  par  un  point  M 

Fijj.  i3. 


de  la  circonférence  est  une  cycloïde.  Si  l'on  considère  la 
ligne  que  décrit  en  même  temps  un  point  M'  situé  sur  le 
rayon  variable  OM,  on  la  nomme  cjcloïde  allongée  ou 
cycloïde  accourcie,  selon  que  le  point  décrivant  esl  inté- 
rieur ou  extérieur  au  cercle  mobile. 

Pour  obtenir  l'équation  du  lieu  des  positions  de  M', 
scient  h  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  cercle,  AX  l'axe 
des  x,  A  l'origine  des  axes  et  aussi  le  sommc3t  de  la  cycloïde 
engendrée  par  le  point  M  ^  si  B  désigne  le  point  de  contact 
de  la  circonférence  avec  l'axe  des  x  pour  une  position 
donnée  du  point  M',  et  cf  l'angle  variable  M'OB,  il  vient 

.T  z=:  b<f  —  k  sin  «p , 
^  r=   b  —  h  cos  cp . 


(A) 


Le  système  de  ces  deux  équations  représente  une  cycloïde 
allongée  ou  accourcie,  selon  qu'on  a  h<^b  ou  h'^  b.  Ou 

en  tire 

b  —  )' 


j:  =z  b  arc  cos 


-  \//'"^-  {à—yf. 


Si  la  droite  fixe  est  remplacée  par  un  cercle,  le  point  M 
engendre  une  épicjcloïde ,  le  point  M'  une  épicjcloïde 
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allongée,  le  point  M'''  une  épicjcloïde  accourcie.  Dans  le 
cas  où  le  cercle  mobile  est  intérieur  au  cercle  fixe,  les  lieux 
des  points  M,  M',  M"  sont  des  hjpocjcloïdes . 

Pour  trouver  Téquation  de  Tune  de  ces  courbes,   par 
exemple  celle  du  lieu  que  décrit  le  point  M  [fig-  i4) 
posons  CB  =  rt,   OB=i,  OM==/i,    CN  =  a:,  MN=j 

Fig.  i4. 


ACB  =  t'^  si  Ton  admet  qu'à  Torigine  du  mouvement  les 
points  A  et  Q  étaient  confondus,  on  aura 


a 


et 


(B) 


QOB=.-. 


.r  =:  CH  -f-  HN  =  (a  -H  b)  cost  —  hcos  '^-^  t, 

b 


Le  système  (B)  représente  une  épicyeloïde  allongée  ou  ac- 
courcie, selon  qu'on  a  /^<è  ou  /i>  *.  H  tient  lieu  d'une 
équation  unique  qui  résulterait  de  l'élimination  de  /,  et  qui 
serait,  en  général,  moins  commode  pour  les  calculs,  sur- 

-j^ —  ==  n  était  irrationnel.   On  peut 


10 lit  si  le  nombre 


a 
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d'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  obtenir  cette  équation.  On 
déduit  en  effet  des  équations  (B) 

hn  cos  t  =z.r-h  /i  cosnt , 
bn  sine  z=zy  -\-  h  sin  w  /  , 
h  cos/ï  t  ^=z  bn  cos  t  —  .r , 
hûnnt  =  bnsmt  — jr; 
d'où  l'on  tire 

b^n^z=  an^  -\-  y^  -\-  h}  -\-  ih[.TCOsnt  -h  y  sin«/}, 
Ji^  =  jc»  H-  j' -f-  b^n}  —  ibn (.r  ces /  -4-  ^  sin / ) , 


ou  bien 


x cosnt  -f- jsm/i/  = 7 ^=Pt 


x^-hy^-\-  b^n^—  h 


2 


X  cos/  -+-  r  sin  ^  = =  n  ; 

ibn 

et  par  suite,  en  remplaçant  les  fonctions  tri gonomé triques 
par  leurs  formes  imaginaires, 

{x  —  /j)  fc'""'  —  ipé^^*  -^  (.r  +  iy)  r=  o, 
(.r  —  //)  e^*'   —  2<7e''  -f-  (j^  H-  /j)  =  O. 

On  conclut  de  là 


^^^  ^  y.±=(;.--x-^-.>^)'^      ^,,  ^  ^±(7»-^^--j^)^'. 


par  conséquent, 

\q±W-^^-y4^-=-{'r.-iyY-\p±[p^-x^-y^y\, 

ce  qui  est  l'équation  cherchée,  en  y  supposant  p  et  9  rem- 
placés par  leurs  valeurs  connues  en  x  et  en  y^  et  qui  ne 
peut  être  rendue  rationnelle  qu'autant  que  le  nombre  n  est 
lui-môme  rationnel. 
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On  voit  facilement  que  le  système  (B)  se  met  aussi  sous 
la  forme,  quelquefois  utile, 

he^î f  _.  (a  -|_  ^  j  ^«  /  ^_  ;c  _f.  /j  :=:  o , 

L'iiypocycloïde  allongée  ou  accoiu*cîe  est  représentée  par  le 
système 

xz=^  (a  —  b)  CCS  /  H-  AI  ces  — - —  t, 

y  z=z  [a  —  t> )  sm  ^  —  //  sm  — - —  / , 

tout  à  fait  analogue  au  système  (B),  et  qui  s*en  déduit  en 
remplaçant  dans  celui-ci  b  par  — b  et  h  par  — h.  Il  suffît 
donc  de  considérer  les  équations  (B)  pour  embrasser  tous 
les  cas. 

En  faisant  h  =  b  ^   on  obtient  les  équations  suivantes 
pour  représenter  les  épicycloïdes  et  les  liypocycloïdes  ; 


X  z=  (a  -h  b)  ces i  —  b  cos  — - —  e  , 

/  /x  .    ,     a-h  b 

y  z=  [a  -^  b)  cos t  —  b  sm  — - —  t . 

La  détermination  de  la  tangente  au  point  xj  de  la  courbe 

définie  par  les  équations  (B)  exige  la  connaissance  de  —-• 
Or  on  a 

dr  a  -h  b  f  a  -{-  b    \ 

-—  =. ; —  [  bsmt  —  //  sin  — -' —  /    , 

dt  '         b       \  b  )^ 


d'où 


df        a  -{-  b  l                    .          a  -h  b    \ 
—  =  — (  b  cos  t  —  h  cos : / 


b  ces  t  —  h  cos  — ; —  / 
dy  b 


dx  _    .  .    ,    a  -\-  b 

b  sin     —  h  sin  — - —  / 

b 
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Ce  résultat,  qui  suffit  à  la  détermination  analytique  de  Ja 
tangente,  ne  met  pas  en  évidence  une  construction  géomé- 
trique simple  5  mais,  si  Ton  cherche  Téquation  de  la  normale, 
on  trouve 


cos-^/ 


Y  ~  («  -h  ^ )  sin  /  -I-  A  sin  — - —  /    (  ô cos /  —  A 
—  \X-~  {a  -^  b)  cost  -h  h  cos  — - —  t    (  6  sin  /  —  //  sin  — - —  t  \  > 

et  l'on  voit  manifestement,  sous  cette  forme,  qu'en  faisant 
Y=rrtsin/  et  X  =  acosi  l'équation  est  satisfaite.  Or  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a  sinf  et  a  cos  t  n'est  autre 
que  le  point  de  contact  du  cercle  mobile  et  du  cercle  fixe, 
d'où  résulte  une  construction  immédiate  de  la  normale  tout 
à  fait  semblable  à  celle  que  Ton  connaît  pour  la  cycloïde. 
11  est  évident  que  cette  construction  s'applique  également 
aux  courbes  (A).  Elle  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  grande 
généralisation  (n°  2^i). 

La  théorie  des  épicycloïdes  est  née  d'un  problème  indus- 
triel. C'est  en  cherchant  la  meilleure  forme  à  donner  aux 
dents  d'un  engrenage  que  l'astronome  danois  Romor  y  fut 
conduit  en  1674-  Plus  tard  (1694),  de  la  Hire  publia  sur 
CCS  courbes  un  travail  étendu,  et  plusieurs  autres  géo- 
mètres, notamment  Halley  [Transact,  phil.)^  Newton 
(Princip.)  et  Euler  [Introd,  in  Anal,  infinit.)^  en  ont 
étudié  les  propriétés. 

Descartes  s'est  occupé  le  premier  des  cycloïdcs  allongées 
et  des  cycloïdes  accourcies^  il  en  a  déterminé  les  tangentes. 

Parmi  les  courbes  représentées  par  les  équations  (B),  on 
remarque  certains  cas  particuliers  : 

1^  hz=z  b  = —  y  Au  moyen  des  relations  connues 
cos  3  /  r=  4  <^os'  /  —  3  cos  f  5      sin  3  /  —  3  sin  ^  —  4  ^i"'  ^  » 
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les  équations  (B)  se  réduisent  à 

xz=z  a  cos'  / ,      X  ^=ci  sin*  / 


(1  où 


111 

3    _i      .^  3   ^3 


et  en  développant, 

[a}  —  .r^  —  j*)^  =  27  a^.r'j'. 

Cette  courbe  se  rencontre  dans  plusieurs  questions  (n°  232). 
2°  i  = On  trouve  une  ellipse  dont  l'équation  est 

H — .  =1. 


a  ^' 


--h  h 


3*^  b  =zli  =  a.  On  a,  dans  cette  hypothèse, 
jc  —  az=iia  cos/(i  —  ces/),      j  =  2«  sin?(i  —  cos^). 
Prenant  des  coordonnées  polaires  définies  par  les  équations 

X  —  az=:r  ces 0  y      X  =^  r  smQ  ^ 
il  vient  immédiatement  pour  l'équation  de  la  courbe 

rz=:  ia[i  —  cosG). 

C'est  une  des  caustiques  du  cercle,  le  point  lumineux  étant 
sur  la  circonférence.  On  l'obtient  aussi  en  projetant  sur 
toutes  les  tangentes  au  cercle  de  rayon  2  a  un  point  donné 
de  la  circonférence  (n**235).  A  cause  de  sa  forme,  cette 
courbe  a  élé  nommée  cardioïde  [Transact,  pliiL,  174 1)« 

4°  b  =zh  =  -*  Les  équations  (B)  deviennent  ici 

y=z2asïn^t,      x  =  3acost  —  7.acos^t. 
On  en  tire 

j,  2  4-  .r'  =:ir  4  ^^^  —  3  a^  CCS  ■  t  =  a^  -^  3  a'  sin'  t  -> 
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et  par  suite 

5°  h  =  b  = •  Le  lieu  est  un  diamètre  du  cercle  fixe. 

2 

résultat  facile  à  voir  par  la  Géométrie. 

235.  Soit  A  Torigine  des  axes.  Si  Ton  désigne  par  x  et  y 
les  coordonnées  du  point  m,  par  a  et  6  celles  du  point  |u, 

et  par  C  le  milieu  de  m  A,  on  a  évidemment 

a^-h  6' —  a.r  —  €j'  =  0, 
{2«  —  jc]ci«.  -H  (2S  —  f](io=  v.dx  -+-  Zdj\ 

Les  droites  K^  et  m\j,  étant  perpendiculaires,  l'expres- 
sion ctàx  -f-  Ê^'^  est  nulle,  et  il  en  résulte 

dfi  T  —  2  a 

d'x  y  —  26 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Un  théorème  analogue  existe  pour  les  surfaces  podaires, 

236.  Les  coordonnées  d'un  point  a,  6  de  la  podaire 
correspondant  au  point  a:,  y  de  la  courbe  satisfont  aux 
équations 

(2)  •  - 


n— 1 


a 


b"  '       rt"a  ^"6 


Éliminant  x  elj  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il  vient 

n  n  n 

Cette  équation  résout  la  question  des  podaires  pour  Tel- 
lipse,  l'hyperbole,  les  développées  de  ces  courbes,  Tas- 
troïde  (n^232),  etc. 

237.  [Fig.  i5.)  Soient  AB,  BC,  CD  trois  côtés  consé- 
cutifs du  polynôme  minimum,  et  prenons  pour  origine  le 
point  E,  où  se  rencontrent  AB  et  CD  5  la  tangente  BC  doit 
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être  lelle  que  le  triangle  ECB  soit  maximuin.  Déterminons 


/w 


B 


le  point  de  contact  M  par  cette  condition.  On  a 

dr       ilr. 

EC=j  — .r  — ,      EB=r  — j  — 
dx  df 


et 


/  dyydx    .    _ 

2CBE=:—    7  — ^'-T- )  -7-sinE. 

Pour  le  maximum  on  trouve,  en  diflérentiant, 

r/'r  d.r  I  dy\   [  dx  \ 

d.c'    df  y"  dx]  \  -"  dy  ) 

et,  en  égalant  à  zéro  le  dernier  facteur  du  premier  membre 
de  cette  équation,  il  vient 

I  /  d.r\  I  ^^ 

l\  -^  df)  2 

ce  qui  montre  que  le  côté  CB  est  partagé  en  deux  parties 
égales  par  le  point  de  contact.  La  même  chose  a  donc  lieu 
par  tous  les  côtés  du  polygone  cherché. 

238.   Soient  n  le  nombre  des  points  m,,  /tîj,  Wj,.  .  .; 
x^^  jp  les  coordonnées  de  nip\  ^,  in  celles  du  point  fx^  on  a 

-[(?  -*--^/')'-+  (•'3  -^ypY]  =  const.. 
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et  en  diflercn liant,  toutes  les  quantités  variables  pouv<.nt 
être  considérées  comme  fonctions  de  Tune  d*entre  elles, 

Or 

puisque  chaque  normale  passe  par  le  point  p.  On  peut  donc 
écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

c/^[ni-^lxp)  -hcl-n[/i'n  —  lxp)  =10, 


ou 


{ 


S-îj)'«+(.-^l''.  =  o. 


c'est-à-dire  que  la  normale  au  lieu  des  points  ^  passe  par  le 
point  qui  a  pour  coordonnées  — -9  ^^~^» 

239.  L'origine  étant  au  point  A  "et  la  direction  de  la 
corde  étant  prise  pour  celle  de  l'axe  des  x^  il  faut  chercher 
le  maximum  de  l'expression 

Si  l'on  égale  à  zéro  la  différentielle  de  celte  quantité,  dans 
laquelle  y  est  une  fonction  donnée  de  x^  il  vient 


dr  dr 


a.r.  dx 


Soit  N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  la  corde  AB^ 
l'équation  (1)  revient  à 

AN         BN 


AM        B]M 


c  esl-à-dire  que  la  tangente  au  point  M  est  également  incli- 
née sur  AM  et  sur  BM. 
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Solution  géométrique,  — La  position  du  point  M  étanl 
supposée  connue,  soitM^  un  point  infiniment  voisin.  L'ac- 
croissement de  la  distance  AM  est  égal  à  MM'  cos  MM'A  ; 
la  diminution  de  MB  estMM'cos  BMM';  d'où  résulte,  pour 
l'accroissement  infiniment  petit  de  la  somme  AM  -\-  MB, 
la  quantité  MM'(cosMM'A—  cosBMM').  Or,  en  vertu  de 
la  théorie  du  maximum  des  fonctions  d'une  variable,  cet 
accroissement  doit  être  un  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur au  premier;  on  a  donc 

lim(cosM]VI'A  —  cosBMM')  =  o, 
ce  qui  donne  le  résultat  déjà  obtenu. 
240.  Soient 

j=/(-^)»    x=M'^)y    y^Ai-^) 

les  équations  des  trois  courbes  5  x,  j^,  Xi,  j\^  x%^  yt  1^'s 
coordonnées  des  points  /n,  rri^^  m,  pris  sur  ces  courbes  et 
formant  le  triangle  mniim^^  dont  la  surface  A  s'exprime 
par  la  formule 

(i)   A=rrzt:-[.r{jr,  —  jr,)-h^,(j2  — jr)  +  ^i(r— rO]- 

.au 

Comme  A  dépend  de  trois  variables  indépendantes  x,  x^ ,  aj, 
la  condition  du  maximum  donne  les  trois  équations 

w 

Ces  résultats  expriment  que  la  normale  en  chaque  sommet 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  5  les 
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normales  aux  courbes  données  se  rencontrent  donc  en  un 
même  point. 

Dans  le  cas  particulier  énoncé,  —  -f-  —  =  i  étant  l'équa- 
tion de  Tellipse,  on  a 

— â^ —  "^        h-       -'"' 

X,  .r,  —  XX y         r ijj  —  JJi 

—  =0. 


:=  o. 


Comme  la  dernière  équation  résulte  des  deux  premières,  le 
problème  n'est  pas  déterminé.  Pour  le  déterminer,  conce- 
vons que  le  point  m  soit  donné  et  rapportons  la  courbe  à 
deux  diamètres  conjugués.    L'équation   de   l'ellipse   peut 


s'écrire 


1 


le  point  m  étant  l'extrémité  du  demi-diamètre  a^ .  On  trouve 

alors 


j:,— ^,  =  0,      :r,(x,  —  ûT,)  -+-  )Ja\  —  x\  yj a\  —  jtJ  iz=o, 

d'où 

X2=zx,z= ,     '  yi=z± — i— ,      jri=^± 

22  2 

Il  faut  évidemment  prendre  j^  et  ji  de  signes  contraires. 
D'ailleurs,  à  cause  de  l'obliquité  des  axes  coordonnés,  la 
•îurface  est  égale  au  second  membre  de  l'équation  (i)  multi- 
plié par  sinô,  Q  étant  l'angle  des  axes.  L'aire  maximum  du 
triangle  a  donc  pour  expression 

~-  fli  è,  sm  G  :=!  — 7 —  • 

4  4 

Frenet.  —  Recueils  1 1 
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241.  L'équation  de  Tellipse  étant 
la  normale  au  point  x^  y  di  pour  équation 

et  si  Ton  désigne  par  x, ,  jx  les  coordonnées  du  point  où 
cette  ligne  rencontre  obliquement  la  courbe,  Texpression 
dont  on  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  est 

(i)  {x,-xy-\^[x,~xy  =  i\ 

avec  les  conditions 

(3)  à'y''  -\-  b\T^  —  à'b\ 

(4)  «'7Î-+-  b^Jr^^a'bK 

Des  relations  (3)  et  (4)  on  déduit  celle-ci  : 

(5)  a}{y,  —  xY-^b\x,  —  xY-\-ià'y[y,—y)-^ih\T{x,^x)^o, 
Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  d'ailleurs 

^1  —  '^  __  yx—y àLi ^ 

b'x      "      a} y      ■"  ^'^4  j2  -i-  h^xi 
En  portant  ces  valeurs  dans  (5),  on  en  tire 


/=^  = 


(a«j2  _|_  ^,6j,2)î  [rt«-— c^(a'-f-  ^>2)^2-|2 


Si  Ton  égale  à  zéro  la  différentielle  de  ce  résultat,  on  trouve 
les  deux  solutions 


(G) 


O 


(7)  x-._^  —  ^ 


f 
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La  dernière,  combinée  avec  Téquation  (3),  donne 


(8) 


•^  7  V    «'  H-  h' 


Les  relations  (7)  et  (8)  définissent  quatre  points  symétri- 
quement situés  par  rapport  aux  axes  et  répondant  à  des  lon- 
gueurs minima,  pourvu  toutefois  qu'on  ait  a' — 2i'^o. 
En  effet,  les  extrémités  du  grand  axe  répondent  évidemment 
à  des  maxima,  et  Ton  ne  peut  passer  de  Tun  à  l'autre 
sans  rencontrer  au  moins  un  minimum^  la  symétrie  de  la 
courbe  en  doit  d'ailleurs  fournir  au  moins  deux  de  cbaque 
côté  du  grand  axe.  Il  suit  de  là  que  la  solution  x  =  o  cor- 
respond à  un  maximum. 

Les  résultats  changent  si  Ton  a  a' —  2i'<]  o^  les  quatre 
minima  n'existent  plus,  et  la  solution  x=^o  répond  alors 
à  un  minimum.  On  s'assure  facilement  de  cette  dernière 
circonstance  en  mettant  /*  sous  la  forme 

Si  l'on  développe  le  second  membre,  en  supposant  x  aussi 
petit  qu'on  veut,  on  trouve 


ce  qui  démontre  que  l'extrémité  du  petit  axe  répond  à  un 
maximum  quand  on  a  2  J*  —  a'  <^  o,  et  i\  un  minimum  dans 
le  cas  contraire. 

La  règle  ordinaire  pour  la  reclierche  des  maxima  et 
des  minima  de  f{^x)  n'a  pas  donné  les  solutions  maxima 
répondant  aux  extrémités  du  grand  axe.  Cela  tient  à 
ce  que,  dans  la  question  présente,  on  ne  peut  comparer 
à/(rt)  les  deux  expressions /*(« -H //),  y  (a  —  /e) ,  h  étant 

II. 
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un  infinîment  petit  posîtîf,  vu  qu'il  n'y  a  pas  de  points  de 
l'ellipse  dont  TabscissR  surpasse  a. 

Remarque.  —  Si  Ton  cherche  les  valeurs  de  jTj,  y^  dans 
Thypothèse  a*  —  2&*  ^  o,  on  trouve 


c  \  a^-\-  b' 

et  ces  coordonnées  satisfont  à  Téquation  de  la  développée  de 
Tellipse 

{axf^[byf=^c\ 

(O.  Bonnet.) 

2i2.  Il  suffit  de  considérer  les  points  de  la  courbe  donnée 
pour  lesquels  nB  n'excède  pas  -•  Soient  r  et  0  les  coor- 
données d'un  point  m  pris  sur  cette  courbe  ;  r^  et  Q^  celles 
du  point  correspondant  de  la  podaire;  9  l'angle  que  la  tan- 
gente en  m  fait  avec  le  rayon  vecteur.  On  a 

tang®  =  — —  =:  —  cot/2  0. 
ar 

Il  résulte  généralement  de  là 

ff  =  720 h   /-TT, 

2  ' 

A  étant  un  entier  quelconque.  D'ailleurs,  en  supposant  n 
positif,  9  représente  un  angle  obtus,  et  Ion  trouve  facile- 
ment la  relation 


y=:  -  -1-0,  —  0. 
2 


Il  suit  de  là  qu'il  faut  prendre  Â-=  i,  ce  qui  donne 
el  par  suite 
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cosnO  ■=.  cos • 

w  -+- 1 


D'un  autre  côté, 

7,  =  7sin<p  =  rcos/îO; 
d'où 


n  n 

'  //  -f- 1 


équation  de  même  forme  que  la  proposée.  Le  résultat  n'eût 
pas  été  différent  si  Ton  avait  supposé  n  négatif. 

243.  Concevons  la  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires 007,  q^,  dont  Torigine  soit  située,  par  rapport  aux 
droites  A  et  B,  du  même  côté  que  le  point  m.  Si  Ton  de- 
signe  par  p  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  A,  par  a  et  6  les  angles  de  cette  perpendicu- 
laire avec  Taxe  des  x  et  Taxe  des  j^  la  distance  de  m  à  A 
aura  pour  expression 

p  —  X  cosa  —  y  cosS. 

Semblablement,  la  distance  de  ce  point  à  B  peut  s'éciîie 

/?,  —  â;cosai  = — ^cosêi. 

Les  coordonnées  des  points  P  et  Q  étant  respectivement  a 
et  i,  aj  et  ij,  on  a 


L'équation  de  la  normale  est  d'ailleurs 


df  du      ôf  d^       ôfdu      àf_à^ 
du  ôjr      dv  ôjc      du  df      dv  df 

et  comme  on  a  dans  tous  les  cas 

du  ,       du  ,        . 

—-  — —  cos[«,j:-j,      —=  —  cos[//,jJ» 
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—  =  —  cos(p,  x),      ^  ==  —  c^slf',  jr]y 

eu  désignant  généralement  par  (D,  Di)  l'angle  des  direc- 
tions des  droites  représentées  par  D  et  Dj,  l'équation  de  la 
normale  prend  alors  la  forme 


r  Y  —  r 


---  cos(w,  .r)  4-  ~  cos(c,  jr)        -r-  cos(w,7)  4-  ---cos(p,^-) 
(7«  di'  att  dt' 

qui  n'est  autre  chose  que  Texpression  analytique  du  théo- 
rème énoncé. 

244.  Rapportons  la  courbe  B  à  des  axes  rectangulaires. 
Soient  t'mt  la  tangente  commune  à  A  et  B;  j:,  j^  les  coor- 
données du  point  de  contact  ni\  ^^n  celles  du  point  yi,  La 
longueur  um=^r  et  Tangle  de  sa  direction  avec  une  droite 
quelconque,  invariablement  liée  à  A,  constituent  un  système 
de  coordonnées  polaires  auquel  on  peut  concevoir  que  sont 
rapportés  les  points  de  cette  courbe.  Cela  posé,  de  l'équa- 
tion évidente 

on  tire  par  la  diflférentiation 


r        ds  r        ds         \      r      ds  r      ds  j         ds* 

ds  représentant  l'élément  de  la  courbe  B.  Or  Tangle  ifmuL^ 
formé  par  le  rayon  vecteur  [i  m  et  la  direction  ml!^  a  pour 

dr  .  .   ,      ,   ,   .r  —  Ç  r/.r  y  —  >î  r/v 

cosinus  -r-  ;  ce  cosinus  est  aussi  égal  a ; — h .  .jL  . 

fis  ^  r       ds  r       lis 

L'équation  (i)  se  réduit  donc  à 

Y  —  ïj  dn 
.r  —  c^  d\ 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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2i5.  1°  Les  coordonnées  x  et  y  du  point  de  contact  m 
de  la  tangente  représentée  par  (i)  ne  sont  autres  que  les 
valeurs  limites  des  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
cette  tangente  avec  la  tangente  voisine,  dont  Téquation  est 

c'est-à-dire  qu'on  a 


bc'  —  cA'  en'  —  ac' 

^"^  ab'—ba''      ^^'~  ab'^ba'' 

1"*  L'équation  de  la  'tangente  au  lieu  des  points  //i,  étant 

coïncidera  avec  (i)  si  Ton  a 

,    .  tly       y  fi  dy  c 

Or,  en  posant,  pour  abréger, 

A^zbc'—cb',     Bz=zca'^ac\     C=ab'—  baf, 

on  trouve  les  relations 

Aflf -H  B^ -hCc  =  o,  C.T  =  A,  Cj  =  B, 
G'^'  =  CA'— AC'=  b{Aa"-h1ib'''hCc''), 
Cy  =:  CB'  —  BC  =  —  a{Aa'' -hBb"-h  Ce"), 

ce  qui  vérifie  les  équations  (2). 

Quand  les  fonctions  a^b^  c  sont  entières,  il  est  facile  de 
trouver  le  degré  de  la  courbe.  Plus  généralement,  si  Ton 
désigne  par  A,  B,  D  des  fonctions  entières  de  degré  ii  en  /, 
on  voit  immédiatement  que  la  courbe  définie  par  le  système 
des  équations 

fin  '^  ^ 
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est  du  degré  /i,  car,  en  substituant  ces  valeurs  de  x  et  dej 
dans  l'équation  aar-f-  hy=.c  d'une  droite  quelconque,  il 
en  résulte  une  équation  du  degré  n  en  £  dont  les  racines 
déterminent  les  coordonnées  de  n  points  (réels  ou  imagi- 
naires) où  la  droite  rencontre  la  courbe. 

Remarque.  —  Le  système  (U)  définit  des  courbes  algé- 
briques auxquelles  RI.  Cayley  a  donné  le  nom  à^unicur- 
sales,  et  qui  jouissent  de  propriétés  importantes  étudiées 
par  d*émînents  géomètres  contemporains.  M.  Hermite,  en 
particulier,  leur  a  consacré,  dans  son  Cours  d' Analyse, 
quelques  pages  très-intéressantes  et  des  plus  instructives. 

On  ramène  facilement  les  coordonnées  x  eij  au  type  (U) 
quand  elles  sont  données  par  des  fonctions  rationnelles 
d'un  nombre  quelconque  de  sinus  et  de  cosinus,  pourvu  que 
tous  les  arcs  soient  des  multiples  d'un  même  arc  a.  11  suffit 
d'exprimer  les  lignes  trigonométriqucs  en  fonction  de  la 

variable  t  définie  par  la  relation  tang  -  =  /. 

L'équation  ^[x^j]  =^|;(j:, y),  où  ç  et  ij^  désignent  des 
fonctions  entières  homogènes  dont  les  degrés  diffèrent  d'une 
unité,  représente  une  courbe  unicursale,  comme  on  le  voit 
en  y  faisant  y  =  ^^' 

Il  en  est  de  même  de  l'équation 

si  (f  est  homogène  du  degré  m  et  -^  homogène  du  degré 
m —  2.  On  le  reconnaît  en  posant  d'abord  j  =  tx^  puis, 
pour  faire  disparaître  l'irrationnelle  (n®  146), 

i=z • 

La  courbe  gauche  représentée  par  les  équations 

__A  __B  _C 

"^"d'    -^""d'    ^""15 

est  dite  aussi  unicursale  si  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions 
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entières  du  degré  n  en  t.  Le  degré  d'une  courbe  gauche 
l'tant  le  nombre  des  points  (réels  ou  imaginaires)  où  elle 
est  coupée  par  un  plan  quelconque,  on  voit,  en  raisonnant 
comme  pour  les  unicursales  planes,  que  la  courbe  consi- 
dérée est  t!u  degré  w. 

§  XII.  —  Points  singuliers,  —  Construction  de  courbes. 


3a  .        ,.         ; 

246.     .r  =z — 9      point  d'inflexion. 


247.  j:— =0     et     xz=c{— |5      points  d'inflexion. 

248.  .r  r=  zb  —  »      point  d'inflexion. 

249.  —  >  I  ;     JT  r=  rt,     point  d'inflexion; 
n 

la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  Taxe  des  x. 

ffi  .    *     .         . 

—  <  I  ;     xz=:a^     point  d'inflexion;  . 

n  * 

tangente  perpendiculaire  à  Taxe  des  x. 

250.  [Fig-  16.)  L'origine  est  un  point  triple;  l'une  des 


branches  touche  l'axe  des  x,  les  deux  autres  font  avec  ce 
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même  axe  des  angles  dont  les  tangentes  sont  V /  -ret  —  v/t* 

La  courbe  est  unicursale,  comme  on  le  voit  en  remplaçant 
dans  Téquation  y  par  tx, 

[Remarque  du  n?  2k6>) 

251.    {JP^'g*  17)  Point   triple  à   Torigine.   En  ce  point 

~  a  les  trois  valeurs  o,  i/3,  —  v/j. 

La  courbe  est  unicursalé  (n**  245). 


252.  (Fig.  18.)  Trois  points  doubles  : 


y  =  o 


.X  z=:  a 
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I 


r  =  o. 


■'=-  s=-(i)^ 


I 


253    {Fig,  19.)  Point  double  à  Torigine.  De  Tcquation 


2a:  =1  sl^ay — y^  zh.  \i  l^ciy  — j* 

on  lire     rL- — ■ — ^  pour  Tordonnée  des  points  d'inflexion, 
v/i6  —  I 

254.  Rebroussement  de  première  espèce  pour  a:  =  a. 

Fig.  ao. 


255,  Quatre  directions  infinies.  Deux  branches  asympto- 


i;>. 
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llciiies.  Rcbroussemeiit  de  seconde  espèce  à  l'origine,  l'axe 
des  X  étant  la  tangente  commune. 

256.  {Flg,  20.)  Deux  brandies  infinies  sans  asymptotes. 

Point  d'inflexion  pour  x  =  — -^  a  sur  la  branche  qui  s'étend 

indéfiniment  au-dessous  de  l'axe  des  x.  Rebroussement  de 
seconde  espèce  à  l'origine. 

257.  {Fig.  21.)  Deux  points  doubles  pour  j:  =  di2a. 
En  ces  points  —  =  zh  — p  •  Quatre  points  d'inflexion. 


258.  (Fig,  22.  )  Asymptotes  :  x  =  --9  y  =  — 7  (  «^  -+"  2;  )  * 

2* 
A  l'origine,  rebroussement  de  première   espèce.   Quatre 
points  d'inflexion,  dont  deux  situés  sur  l'axe  des  x. 


259.  La  courbe  a  trois  points  d'inflexion,  l'un  à  l'ori- 
gine, les  autres  aux  points  dont  les  coordonnées  satisfont 
aux  équations 


(') 


.r'         ('i9.f»y3  — 1) 


a 


'1 


Y  

X 


V  I  -y.  (v^3  -^  1  ) 


2 
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Les  troîs  points,  comme  on  voit,  sont  situés  sur  la  droite 
représentée  par  la  seconde  des  équations  (i).  C'est  là  une 
application  de  ce  théorème  général,  dû  à  Maclaurin  ;  Quand 
une  courbe  du  troisième  degré  a  trois  points  d'inflexion 
réels  [ce  qui  est  le  plus  grand  nombre  quelle  en  puisse 
avoir)^  ces  points  sont  en  ligne  droite. 

[Voir  Briot,   Complément  de  Géométrie  analytique.) 


Fig.  33. 


260.  [Fig,  23.)  En  substituant  des  coordonnées  polaires 
aux  coordonnées  rectilignes,  l'équation  est  résoluble  par 
rapport  au  rayon  vecteur.  On  la  discute  d'ailleurs,  sans 
changer  de  coordonnées ,  en  prenant  une  inconnue  auxi- 
liaire t  =  '  -  5  ce  qui  donne 
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L'origîna  est  un  point  triple,  un  point  d'inflexion  et  un 
point  de  lebroussement.  Les  points  de  la  portion  fermée  de 


la  courbe  qui  sont  les  plus  éloignés  de  Taxe  des  x  et  des  y 
ont  respectivement  pour  coordonnées 


X 


6â5rt  '   ' 

I 


.r  — r  — 
2 


9 


en  ' 


8^3 


b  (inh\  ' 
l\ia 


L'examen  de  la  dérivée  exprimée  en  fonction  de  t  fait 
connaître  l'existence  d'un  point  d'inflexion  sur  la  branche 
infinie  située  à  droite  de  l'axe  des  j^". 

261.  I^a  courbe  a  une  infinité  de  points  doubles,  pour  les- 
quels  -^=  zh  (A"7r)%  h  recevant  toutes  les  valeurs  entières 
positives.  Elle  a  aussi  une  infinité  de  points  isolés. 

262.  Lorsque  les  courbes  sont  représentées  par  des  équa- 
tions en  coordonnées  polaires,  on  trouve  généralement  les 
points  d'inflexion  en  posant  [formule  (6),  p.  178] 


(A) 


dr"-  dr 

,2  4-  2 r  --    =  O       ou        =  GC  . 

r/9'  d'ï' 
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Il  est  quelquefois  avantageux  de  remplacer  cette  condition 
parcelle-ci,  qui  lui  est  équivalente  : 

,_.  (in       d^u 

M  étant  l'inverse  du  rayon  vecteur. 

Pour  la  courbe  dont  il  s'agit  ici,  la  condition  indiquée 

donne 

a2(49'—  i)  — o; 

d'çù 

0  nz  -,      r=z  a  va, 

0. 

Cette  courbe,  cas  particulier  des  spirales  dont  Téquation 
est  /'=  aô",  a  été  désignée  par  Cotes  sous  le  nom  de  Lituus 
[Harmonia  mcnsurarum) . 

263.  L'équation  (A)  ou  l'équation  (B)  du  numéro  précé- 
dent devient  ici 

^COS'O  -f-  SaCOS'û  —  2«=^:0, 

1 
ou,  en  posant  — -  ::=  z, 
'  cos9  ' 

(0  laz^ — Zaz —  b  =z  o. 

Si  l'on  a  a^b^  les  trois  racines  de  l'équation  (i)  sont 
réelles,  mais  l'une  d'elles  ne  satisfait  pas  à  la  condition 
—  i<^cos0  «c^i. 

Si  «<^è,  deux  racines  sont  imaginaires.  11  en  résulte 
que  la  conclioïde  a  quatre  points  d'inflexion  quand  a  est 
plus  grand  que  i,  et  deux  seulement  quand  a  est  plus  petit 
que  b. 

Il  y  a  également  deux  points  d'inflexion  si  a=^b, 

La  conchoïde  peut  se  construire  de  la  manière  suivante  : 
d'un  point  fixe  A  on  mène  un  rayon  vecteur  quelconque 
indéfini  qui  rencontre  en  B  une  droite  XX'  dont  la  position 


ir() 
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est  invariable.  A  partir  de  B,  on  porte  sur  le  rayon  vecteur, 
et  dans  les  deux  sens,  des  longueurs  BM,  BN  égales  à  une 
ligne  donnée  a-^  la  conchoïde  est  le  lieu  décrit  par  les 
points  M  et  N,  quand  on  suppose  que  le  rayon  vecteur 
tourne  autour  du  point  A. 

Cette  courbe  fut  imaginée  par  le  géomètre  Nicomède 
(environ  i5o  ans  avant  J.-C.)  pour  résoudre  les  deux  pro- 
blèmes, si  célèbres  chez  les  anciens,  de  la  duplication  du 
cube  et  de  la  trisection  de  Tangle.  Newton  en  a  fait  usage 
pour  la  construction  des  équations  du  troisième  degré 
[Arithmétique  universelle)^  et  les  architectes  Vignole  et 
Blondel  Tout  utilisée  pour  le  tracé  des  fûts  de  colonne 
[Cours  d* Architecture,  par  d'Avîler).  On  peut  substituer 

Fig.  24. 

y 


i>~ 


:^ 


0 


à  la  base  XX'  une  ligne  quelconque,  et  Ton  obtient  alors 
des  conchoïdes  d'ordre  supérieur.  Dans  le  cas   où  ron 
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prend  un  cercle  et  où  le  point  A  est  sur  la  circonférence, 
on  trouve  le  limaçon  de  Pascal  (n®  479).  De  La  Hire  adonné, 
dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  (année 
1708),  un  long  travail  sur  les  conchoïdes  à  base  quel- 
conque. 

264.  (Fig-  24.)  Asymptotes  répondant  à  9  =  -  et  0=  — ^ 

2  2 

à  la  distance  a  du  pôle.  L'origine  est  un  point  double,  et 
la  tangente  en  ce  point  est  la  bissectrice  de  Tangle  de» 
axes.  Les  points  d'inflexion  sont  donnés  par  l'équation 


3cOS&  -I-  2sin*0  rr:  o, 


ou 


2tang*Ô  -f-  3tang'Ô  4-3  =  0, 
dont  une  seule  racine  est  réelle. 

265.  [Fig.  25.)  L*axe  des  j^  est  une  asymptote. 

Fîg.  25. 


Les  points  d'inflexion  autres  que  l'origine  sont  déter- 

Fae.net.  —  RecneiL  1 2 
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minés  par  réquation 

8cos'2  0  -h  3cos*2  9  ■{-  6cos2  0  -I-  10  =  o, 

qui  ne  donne  qu'une  valeur  réelle  pour  cos2  0. 

La  plupart  des  courbes  données  dans  ce  paragraphe  sont 
tirées  de  V Introduction  à  Vanaljse  des  lignes  courbes, 
par  Cramer  (Genève,  lySo). 

§  XIII.  —  Rajons  de  courbure  et  développées 

des  courbes  planes. 

Notations  et  formules.  —  jO,  rayon  de  courbure  en  un 
point  (x,  j  )  ou  (r,  6)  d'une  courbe  donnée  par  Téquation 

/{•'^^X)  —  o,     ou     F(^0)  =  o; 

e,  angle  de  la  tangente  avec  Taxe  des  x  ou  Taxe  polaire; 
p^  distance  de  Porigine  à  la  tangente  5 
oi  et  6,  coordonnées  du  centre  de  courbure; 
I 


w  =  - 


ds' 


(i.r  d^j  —  dj-  d^x 


(6) 


d.rj    dy"^  de  dy  dJcdy        V^X  )    ^^-^^ 


.  r//\  2  d'r  I  d^u 

dO  dO'  V  dQ 


'} 


,   ,  du  d^p  dr 

(c)  ^:=,         =:p^    -^^r 


di        '  di'  dp 

(n*^  277). 
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Les  quantités  p  et  r  se  rapportant  à  un  point  d'une 
courbe,  p^  et  Tj  au  point  correspondant  de  la  développée, 
on  a 


^/r'^(È)' 


cW  1  \  de'  I 

Si  oj  désigne  l'angle  des  axes,  on  a 

...        ^  [-^— 4.-^(ê)T 

-7 —  smw 
266.  On  tire  immédiatement  de  Téquation 


3 


Par  suite, 

û  —  • 

On  a  aussi 

.  r'(n- »'»  +  />' 

p  -  j.  =  -/■^        ^v — -  ' 

d'où 

(.)  r  =  -{-f 


De  plus, 

«  —  .r  r=  (/?  -♦-  ^  J:)  p » 

ce  qui  donne 
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cl  comme  J 'équation  proposée  peut  s'écrire 
il  en  résulte 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i), 

Pour  9  =  0,  l'équation  (2)  se  réduit  à  une  identité ^  mais 
en  la  mettant  sous  la  forme 


G)  = 


s   ("^)'-i-.>- 


et  prônant  la  vraie  valeur  du  second  membre  pour  9  =  0, 
on  trouve 

27// 

équation  connue  de  la  développée  de  la  parabole. 

267.    ^^^'A!L--^^. 

d'où 

« 

SiS^-^rG  |/<2_4_,8âra:ha2  (a  — 6a)^J  =0. 

La  parabole  semi-cubique  est  la  première  courbe  qui  ail 
été  rectifiée.  Cette  rectification  fut  trouvée  presque  en 
même  temps  par  Van  Heuraet,  Neil  et  Fermât. 
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aj:(5jc  — 12^1  Haju*  8a  y 

^  '  3^2a  — jc)' 


«(Srt'  —  3.r)' jr 


( 


3  (  2  «  —  J" 


a       » 


Quand  une  courbe  est  unicursale  (n**  245),  il  est  manifeste 
que  sa  développée  Test  également.  Si  l'on  pose  ici  x  =  fj, 
on  trouve  en  effet 

3/*  3r 

269.  a  =  x  +  3(:r>^j\      6  r^  J  +  (3a:»j)% 

p  =  3(rïxj)% 

En  faisant  tourner  les  axes  d'un  angle  de  45''  autour  de 
l'origine,  on  reconnaît  que  la  développée  est  aussi  une 
astroïde  (n«232). 


270.     p^^^'^'-^^'. 

5  =  —^ î       oi=:x  —  a\e*  -r-iji 

d'où 


1  X 

2 


i      6±(€'  — 8a')»       X      ,     edzfS'  — 8.^') 
^z= > 9      -=Iog ^— ? > 

et  enfin 

a  =  a  log ^-^ ^ 3 V i 
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Celle  courbe  a  été  nommée  logarithmique  par  Uuygbcns, 
qui  l'a  éludiée  [De  causa  grav^itatis^  Opéra  reliqua). 

271.  p  =  *— . 

a.z=zx  —  y\e"  —c     «y, 

d'où 

a  =  «  log ^ L.-^  ip  _V f  ' 

la  ^a 

La  cliaînctte  esl  la  courbe  que  ûgure  un  (il  homogène 
pesant,  flexible  et  inextensible,  et  dont  les  extrémités  sont 
fixes.  A  l'origine  du  Calcul  diflérentiel,  les  géomètres  s'en 
sont  beaucoup  occupés,  notamment  Leibnitz,  qui  la  con- 
struisit au  moyen  de  la  logarithmique  (n®  270),  et  Jean  Ber- 
noulli,  qui  en  donna  le  premier  l'équation  et  les  propriétés 
j)rincipales. 

272.  p==:     ^  ^    ^ 


y 

a' 

,       a  H-  (rt'— rM* 
-«log ^^•, 

Y                    ^ 

d'où 


z=  -\e''  -\-  c    «y. 


La  chaînette  est  donc  la  développée  de  la  tractoire 
(n°  473\ 

La  traotoire  ou  tractrice  est  la  courbe  décrite  par  l'ex- 
trémité d'un  fil  inextensible  et  sans  masse,  situé  dans  un 
plan  horizontal,  et  dont  F  autre  extrémité  est  tirée  le  long 
d'une  ligne  droite.  Il  faut  ajouter  que  la  vitesse  acquise  du 
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point  mobile  est  incessamment  détruite  par  la  résistance 
du  plan,  ce  qui  revient  à  supposer  le  frottement  infini. 
Leibnitz  a  démontré  que  la  portion  de  la  tangente  à  cette 
courbe  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la  droite  direc- 
trice est  constante,  d'où  le  nom  de  courbe  aux  tangentes 
égales  donné  à  la  tractoire.  Huyghens  en  a  fait  Tobjet  d'in- 
téressants travaux;  Clairaut  Ta  beaucoup  généralisée  eu 
prenant  une  ligne  quelconque  pour  directrice. 

273.  En  faisant  usage  des  formules  (c)  et  (^)  de  ce  pa- 
ragraphe (p.  178  et  179),  et  posant 


2\2 


r=:  m. 


on  a 


r 
'         m 


11  en  résulte  que  la  développée  est  une  spirale  logarith- 
mique égale  à  la  proposée  5  elle  se  confond  d'ailleurs  avec 
le  lieu  des  extrémités  de  la  sous-normale  polaire. 

La  spirale  logarithmique  peut  être  à  elle-même  sa  déve- 
loppée. Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  Tex- 
irémité  du  rayon  7*1  aboutisse  à  la  courbe.  On  doit  donc 
avoir  en  même  temps,  puisque  les  deux  rayons  /•  et  /'i  sont 
perpendiculaires , 


ae^f      7-,  =r  ae"^ 


Comme  on  a  de  plus  ;*  =  a  /', ,  la  condition  cherchée  revient 
à  celle-ci  : 

(4A-Hl)ic  (4Ar-f-l)w 


u  =  c        **  OU      a*  =  <? 


Il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer  un  nombre  en- 
tier A"  satisfaisant  à  cette  équation . 
Cette  courbe  se  reproduit  de  plusieurs  autres  manières  : 
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sa  développante,  ses  caustiques  par  réllcxîon  et  par  réfrac- 
tion en  supposant  le  point  lumineux  au  pôle,  le  lieu  du 
pôle  d'une  spirale  roulant  sur  une  spirale  fixe  égale,  sont 
des  courbes  égales  à  la  proposée.  Ces  propriétés  remarqua- 
bles ont  vivement  frappé  Jacques  Bernoulli.  A  ses  yeux,  la 
spirale  logarithmique  n'est  rien  moins  que  le  type  de  la 
constance  et  le  symbole  de  la  résurrection.  Voici  le  curieux 
passage  où  il  donne  carrière  à  son  enthousiasme  : 

«  Cum  autem  ob  proprietatem  tam  singularem  tamque 
»  admirabrlem  mire  mihi  placeat  spira  haec  mirabilis,  sic 
»  ut  ejus  contemplatione  satiari  vix  queam,  cogilavi  illam 
»  ad  res  varias  symbolice  reprœsentandas  non  inconcinne 
»  adhiberi  posse.  Quoniam  enim  semper  similem  et  eam- 
»  dem  spiram  gignit,  utcumque  volvatur,  evolvatur,  radiet, 
»  hinc  poterit  esse  vel  sobolis  parentibus  per  omnia  similis 
»  emblema  :  similllma  Jîlia  matri.,..  A  ut,  si  mavis,  quia 
n  curva  nostra  mirabilis  in  ipsa  mutatione  semper  sibi  con- 
»  stantissime  manet  similis  et  numéro  eadem,  poterit  esse 
))  vel  fortiludinis  et  constantiae  in  advcrsitatibus,  vel  etiam 
»  carnis  nostrse,  post  varias  altcrationes  et  tandem  ipsam 
))  quoque  mortem,  ejusdem  numéro  resurrecturae  symbo- 
»  lum  ;  adeo  quidem  ut  si  Archimcdem  imitandi  hodie  nunc 
»  consuetudo  obtineret,  libenter  spiram  hanc  tumulo  meo 
»  juberem  incidi  cum  épigraphe  :  Eadem  mutata  resurgo.  » 
[uécta  eruditorum,  ann.  1692,  p.  212.) 

Descartes  s*est  occupé  le  premier  de  la  spirale  logarith- 
mique. 11  la  définit  par  la  propriété  que  possède  le  rayon 
vecteur  de  faire  un  angle  constant  avec  la  tangente. 

274.  Soit  (p  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente  eu 
un  point  de  la  courbe  5  l'équation  revient  à  celle-ci  : 


tango»  = 

a 
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par  suite, 

(i)  /?=:rbin'p  =  (r'  — û')-, 

et,  en  vertu  de  la  formule  (c),  p.  1 78, 

Rapprochant  ces  résultats  des  formules  (<^/] ,  p.  1 79,  il  vient 

pour  1  e<[uation  de  la  développée,  laquelle  est  évidemment 
un  cercle. 

On  reconnaît  d'ailleurs,  dans  Téquation  proposée,  l'équa- 
tion différentielle  de  la  développante  du  cercle. 

275.  L*équation  de  la  courbe  étant 

et  aussi 

on  trouve  d'abord 

a'  a^  a 


3-~"  '^ 


Sf^c'-f-j^)'        ^'         3(cos29)=' 


puis 


y(à*  —  x^  —  rM 2asin*0 

jr(rt' -h  .r' -h  j2)  2  a  ces'' 9 

3(^-'-f-r)  3(cos20)^ 

d'où 

Si  Ton  passe  aux  coordonnées  polaires,  en  posant 

* 

a  =  rcosÔ,     6=:rsiii0, 
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réqualion  (i)  devient 

4^'  1-4-  tiing^^i  _  4  «'  1  —  tang'ô  -+-  tang'O 

^     (1  +  tang^  Ô )  (  I  —  taug*  G  j         ^^  i  —  tang^ô 

On  voit  que  celte  courbe' est  unicursale  (245)  en  posant 

tang  6  = • 

276.  L'épicycloïde  étant  représentée  (u^  234)  par  les  deux 
équations 

i/  /  V  ,        a  -^  b 

X  z=z  (a  -h  b)  cost  —  6 CCS  — - —  tf 

sin : / 


I  j-=:^(rt  -h  ^)  sin/  —  b 


on  en  tire 


dx  ,  ,  ^        a  H-  9  è      .    «  ^ 

-—  =r  2  (  ûT  -f.  6»  )  CCS i —  /  sin  — 7  > 

,  dt  ^  '  ib  26 

^^.r  .  ,,    .    rt-h2^      ,    at 

---  =  2(a  4-  b)  sm ; —  isin— Tî 

\  t//  ^  '  2^  ib 

dy  a  -\-  *ib  d-y  a  -^  ib  1 

dx  ^       ib  dx'        Lbia  -\- b)  n-\-9.b       .    at 

CCS* ; —  t  sin  —7 

2&  2A> 

Par  suite 

y.—  —  3 J.  cos -—  /  sm  -—  r=:  6  —  J  . 

r''  a-i-2^  2^  zb        ^ 

(3)  ;  -^ 

iH^y^    ,  ibU-^-b]    .    rt-+-2/>      .    at 

— r  z= r-  sm -, —  r  sm  — -  rzr  a  —  X. 

j  a -h  2b  26  26> 

De  là  et  des  équations  (i)  résultent  les  relations 

,.  4b{a-hb)     .    a/ 

^*'  ^  a-^'ib  2b 


(5) 


«6        l  a  -\-  b  a  -h  b 

a  =   r      ; ces  t  ■+-  cos / 

a  -\-  2b  \      b  b 

ab       f  a  -h  b     ,  .    a  -]-  b      . 

6  — — ; —  sin  t  H-  sm  —^^ —  t    . 

^         u-h2b\      b  b  ' 
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11  suffirait  de  remplacer  b  par  —  b  pour  avoir  les  formules 
qui  conviennent  à  rhypocycloïde. 

Les  équations  (5)  représentent  la  développée  demandée; 
on  voit  qu'elle  est  aussi  une  courbe  du  genre  épicycloïde. 
En  changeant  d'axes  rectangulaires  sans  déplacer  l'origine, 
on  peut  mettre  les  équations  (5)  sous  la  forme  des  équa- 
tions (  i  ) . 

L'équation  (4),  qui  donne  la  valeur  de  p,  peut  s'obtenir 
presque  sans  calcul  en  employant  la  formule  (p.  1  j8) 

rdr  ,       ^^^ 

P  =  -  K277). 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'avoir  une  relation  entre  /•  et  p. 
Or  on  tire  d'abord  des  équations  (i)  et  (2) 

.r' -4- 7=  nr /-^  —  rt' -4-  Ab(a-^  ^ )  sin' — , 

2.0 

—T^' =2^4-  h\{a  -\-  2^*8111'— T. 

dl  '  '7.0 

ds  ,    i\    '    ^^ 

---  =2[a  -{-  o)sin  — r  ; 
dt  ^  '2,0 

puis 

,,  ~ =z  [a  -l-26)sm— rî 

ds  '        20        . 

et  enfin 


(6)  p^ 


^b[a-\-b) 


relation  qui,  diflérentîée,  conduit  immédiatement  à  l'équa- 
tion (4).  Cette  relation  (6),  qu'on  peut  regarder  comme 
1  équation  de  l'épicycloïde,  est  d'un  emploi  commode  dans 
plusieurs  cas  (n*^*  4SI  et  489). 

277.   1°  De  l'équation  évidente 

y?  =  jT  sin  s  —  y  cos  s , 
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on  lire 

dp  =  (arcosE  -h^sine)  t/e, 


d^p  dx        .      dy 


—  p  -{-  cos t—r  —  sin 


e 


Or 


doiK* 


^->  ^  '  —  dt  dz 


d.r  ,  dy  ds 

COS  î  =z  -—f       sm  g  =  — -  ï       û  r=  ---  • 
rt.v  ds  as 


iPp 


T  dr 
2°  Pour  obtenir  la  relation  p  =  — -,  il  suffit  de  dillc- 

'  dp 


rentier  Téquation 

P 


/•= 


[--m 


et  de  comparer  le  résultat  à  la  formule  [b)  de  ce  para- 
graphe, p.  178. 

278.  La  relation  proposée  se  ramène  à  celle-ci  : 

dx       h^  -4-  y"^ 

la  — -  =  ^—5 

du  y 

OÙ  le  premier  membre  peut  être  regardé  comme  précédé  du 
signe  ±  \  et  comme  on  a  généralement 

d[^ 
i—  "^^  ' 

p  ~         'h 

il  en  résulte 

2  ay^ 


P^ 


On  a  d'ailleurs,  N  étant  la  longueur  de  la  normale. 


ds  2  ay 


2 


dx        j    -h^^' 
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par  suîlc 

I         I I 

N        p        a 

L'équation  proposée  appartient  à  la  courbe  décrite  par 
lun  des  foyers  d'une  ellipse  qui  roule  sans  glisser  sur 
l'axe  des  x  (Delaunay,  Journal  de  Lioui^ille,  t.  VI).  Cette 
courbe  jouit  aussi  de  la  propriété  d'engendrer,  par  sa  ré- 
volution autour  du  môme  axe,  la  surface  minimum  qui 
renferme  un  volume  donné  (n°  686). 

279.  La  variable  indépendante  étant  j*,  on  trouve 

et  pour  le  maximum  ou  le  minimum. 
D'ailleurs,  l'équation  du  cercle  osculateur  étant 


01)  a 


(X-.r)-f(Y-j)g=0, 
^/Y\'       ,„  d'Y 


'•'        -(S)-<'-)S=° 


i3) 


f/Y         .      dY 


• 


Dilîërentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  X,  il  vient 

^dY  d'Y       .^.         ^  .^Y 

et,  à  cause  des  relations  ;^3}, 

;;2r  y 

d}i'    -^  * 

c«  qui  démontre  le  tliéorcmc  énoncé. 
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Si  Ton  joint  le  point  m  d'une  courbe  avec  le  milieu  u 
d'une  corde  parallèle  à  la  tangente  en  ce  point  et  infiniment 
voisine,  Tangle  de  la  normale  avec  la  direction  limite  de  la 
droite  trifi  a  été  nommé  par  Transon  la  dcv^ialion  de  la 
courbe  en  m.  La  tangente  de  cet  angle  a  précisément  pour 
valeur  le  second  membre  de  Téquation  (i).  (Voir  Journal 
de  Lioui^ille,  184I9  p*  'p'*) 

280.  L'équation  proposée  peut  s'écrîrx'> 


(■>  Ti 


m 


en  supposant  les  courbes  rapportées  à  des  coordonnées  po- 
laires dont  O  est  le  pôle,  et  désignant  par  J,,  Jj, . . . ,  (î„,  A 
les  rayons  vecteurs  des  points  Aj,  A,, . . . ,  A„,  M. 

Les  quantités  d  ainsi  que  A  sont  des  fonctions  de  l'angle 
que  fait  la  transversale  avec  Taxe  polaire;  en  différentiaut 
deux  fois  Téquation  (i)  par  rapport  à  cet  angle,  il  vient 

D'un  autre  côté 

COSanz  -,        -rrz  -— ; 


d'où 


do  même 


(S' -h  9' 

1 

7 

P  " 

(^'-+- 

r- 

.1 

I 

•^  ^ 

S' 

-+-2 

.î'^- 

-sr 

p  ces' or 

S^ 

"i 

T 

A» 

-f-  2 

A'» 

AA^ 

R  ces*  pi  A' 

Donc,  en  tenant  compte  des  équations  (i)  et  (2), 


C.     Q.    F.    D. 
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§  XIV.  —  Géométrie  à  trois  dmieusions. 

Formules  relatives  aux  courbes  gauches.  —  En  un 
point  m[x^y^  z)  d'une  courbe  on  peut  concevoir  trois 
lignes  droites  rectangulaires  entre  elles,  savoir  :  la  tan- 
gente, la  normale  principale  et  la  perpendiculaire  au  plan 
osculatcur.  Sur  chacune  de  ces  droites  il  existe  deux  direc- 
tions différentes  :  Tune  est  définie  par  les  cosinus  dus 
angles  que  fait  cette  direction  avec  les  directions  positives 
des  axes  coordonnés,  et  l'autre,  qui  lui  est  opposée,  par  ces 
mêmes  cosinus  changés  de  signe.  Pour  abréger,  nous  ap- 
pellerons cosinus  directeurs  d'une  droite  ou  d'une  direc- 
tion quelconque  ceux  qui  définissent  ainsi  une  direction 
convenue;  et  ces  mots  :  la  direction  (a,  è,  c),  désigneront 
celle  que  déterminent  les  cosinus  a^b^  c.  On  pourra  même 
souvent  substituer  à  ces  cosinus  des  quantités  qui  leur 
seront  proportionnelles. 

Quelques-uns  des  résultats  exprimés  par  les  formules  qui 
suivent  seront  démontrés  dans  ce  paragraphe. 

rt,  b^  Cy     cosinus  directeurs  de  la  tangente  ; 

),  p,  V,     cosinus  directeurs  de  la  normale  principale; 

^i  ^1  7>     cosinus  directeurs  de  Vaxe  du  plan  osculateur 

ou  simplement  de  Vaxe; 
»,    angle  de  contingence  ou  première  flexion; 
w,    angle  de  torsion  ou  seconde  flexion  ; 
p,    rayon  de  courbure;  r,  rayon  de  la  seconde  courbure. 

I  rt'  -+-  Z>2  -f-  c^  —  I,     X^  -f-  jx<  -i-  v'  r=  I,    a'  -+-  Ç'  -h  7^  3=  i; 
(  fla  -h  ôo  -i-  C7  r=  O,    ûfX  4-  ^ ^tA  -f-  cv  r—  o,    aX  -+-  ^u.  -h  «yv  =  O. 


(0 
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/a=:Av  —  cp,      6  =  cX  —  ûv,      y  z=z  a'^  —  b\y 
(^)  <   A  rrr  6c  —  7  A,      a=:ya  —  «c,      v  rr=  a  A  —  6a; 

\  fl  :—   tiy  —  vo,       ^  riz  va  —  >7,      C  m   Ao   —  pia. 

r/.r  éÇ^'  dz 

a—-—,       h--—^       ^=3-î 

"(^')     ^(1)     "(§) 


9        '^=   î 


b>  b>  b> 

dj'd^z  —  ^.r  ^  r        p        dzd}.r  —  <ia:  J* z  de  d'y  —  dr  d^x 


a,  zzz —i       5  1::::=:  5       7 

-y'^ds  tù^ds  ù)^ds 


I 


('/) 


I  61 


jm-^  m- {■■'£)'] 


ds  ds 


__  \[dTd*r  —  drtPx\^  -+-  [dyd^z  —  dzd^fY  4-  {dzd^jr  —  rf.rc/  z)']* 


r^.v 


■8 


'    I  « 


'      _  d.r  (d\r  d^z  —  fl^z  d^y)  4-  dTj  (^/'z d^.r  —  d^xd^z)  -\-  dz  [d^xd^y  —  d}Y(H] 
~"       ('fi?K€f^z  — rfsr/^v)2  +  (  dz  rf-x  —  r/u7  fifz»  )'  +  [dxd^y  ■—  ^/r  «P  r)' 

(n"  283). 


(/)       À  =  ^^-^ï,    „:^^:^_^,   ,^^^_^       (n«282), 

b>  2/  «>  M  0*  U 

[g)      d\=::xu  — rtw,        dit.^=zZu  —  bvt^        dv=zyu  —  C(a  (n°284)- 

Les  formules  (f)  jouciiit  un  rôle  assez  important  dans 
Tétude  des  courbes  à  double  courbure.  On  peut  remarquer 
que  Tune  quelconque  des  égalités 

w 

n'est  que  rexpresslon  analytique  de  ce  théorème  : 


du 

d'X 

db 

d^ 

de 

df 

(^ 

u 

0>> 

'  5 
U 

Oi 

u 
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«  Le  rapport  des  flexions  d'une  courbe  en  un  point  esr 
égal  au  rapport  des  accroissements  que  subissent,  en  pas- 
sant de  ce  point  à  un  point  infiniment  voisin,  les  cosinus 
(les  angles  d'une  droite  quelconque  avec  la  tangente  et 
l'axe  du  plan  osculateur  (  *).  » 

Plusieurs  des  formules  précédentes  se  simplifient  quand 
on  prend  l'une  des  coordonnées  pour  variable  indépen- 
dante. Si,  par  exemple,  cette  variable  est  .r,  en  posant  pour 
abréger 


^ 

i-^y-h  z'' 

D, 

on  trouve 

I 

/' 

y. 

D' 

i' 

\ 

l  — 

/' 

■"  +  z!z 

-  z 

t  1    1    n 

z'r''\ 

? 

D' 

'   f*    p 

D* 

> 

V 

—  P 

z'+r' 

a-^p 

P- 

D» 

1 

7  — P 

1 

} 

{[/z'-z'/'Y  +  y"^^ 

z"'Y 

r- 

_  i.r'^" 

y"z'       z"y" 

-4- 

z"-' 

(')  Dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand,  les  formules  {h) 
sont  désignées  sous  le  nom  àe  formules  de  M.  Serret.  C'est  là  une  dénomil 
nation  erronée,  comme  l'a  reconnu  M.  Bertrand  lui-même  {Rapport  sur  les 
progrès  les  plus  récents  de  V Analyse  mathématique,  i'8a7,  p.  27).  Le  théo- 
Jème  cité  dans  le  texte,  et  qui,  sauf  la  notation  algébrique,  est  identique  aux 
formules  (A),  a  été  donné  par  l'auteur  du  présent  Recueil  dans  une  Thèse 
imprimée  à  Toulouse  en  1847;  ^^  travail  de  M.  Serret  sur  ce  point  n'a  paru 
que  trois  ans  plus  tard.  De  plus,  un  développement  de  la  Thèse  renfermant 
ces  formules  et  plusieurs  de  leurs  conséquences  avait  été  mis,  dès  la  fin 
de  1847,  entre  les  mains  de  l'illustre  rédacteur  du  Journal  de  Mathématiques 
[voir  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématique^,  1864,  p.   28^). 

Fre.net.  —  Recueil.  j3 
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Il  est  quelquefois  commode  de  calculer  /'  par  la  formule 

281.  1  ^  Soient  j:,  y^  z  les  coordonnées  d*un  point  M  de 
la  droite  D-,  j:,,  j,,  Zx  celles  d'un  point  Mi  de  la  droite  Dj, 
et  posons 

.r  —  a         y  —  b         z  —  c 
u  *j  y 

(2  =  — = =h,. 

«1  o,  7, 

La  condition  du  minimum  donne  la  relation 

{x  —  x,)dx  H-  [y  ^y^)dx  4-  [z^Zy)dz 
=z{x  —  jr,)dx,-{-  [y  —y^)djr^-^  [z  —  z^)dz^. 

D'ailleurs, 

dx  =  ctdhy        dy  =Qd.hy        dz  zrzydh^ 
dxi  ^iz  a, dhi ,      dyi  z=  6, d/i^ ,      dzi  =  yidhi  ; 

d'où,  à  cause  de  Tindépendance  de  h  et  Ai, 

(3)  .  (07— x.)3t  4- (j— -J.jê  H- (z  — z,)7  =0. 

(4)  -(-P  — .^i)ai-4-  (r  — r,)S, -f-  (s  — 2,)7,=:0, 

Ces  équations  expriment  que  la  ligne  MMi  est  perpendi- 
culaire à  chacune  des  droites  données.  On  en  tire 


/rx  x  —  Xi   _  r  — .r.    _    z  — s, 


67,  —  76,         7a,  —  a7,         a^i  —  6a, 

La  valeur  commune  de  ces  rapports  est 

±  y/  (.r  —  ^,  )^  +  (  j  --  r.  Y  —  (Z--Z,  y     _   ztS 
y/gy,  -  7?,)'^  -h  (7a,  —  a7,)-'  -H  (a?,  —  êa,)'-»  ""  si"  V  ' 
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en  désignant  par  â  la  plus  courte  distance,  et  par  V  Tangle 
des  deux  droites. 

11  résulte  de  là  que  les  valeurs  p,  y,  /•  des  cosinus  direc- 
teurs de  Tune  des  directions  de  la  plus  courte  distance  sont 
données  par  les  formules 

sinV  smV  smV 

2^  On  déduit  des  équations  (5)  et  (6) 

et  par  suite, 
D'un  autre  côté, 

SJt:  —  .r,  =  rt  —  Hi  -{-ah  —  a,^i , 

d'où 

en  tenant  compte  des  relations  évidentes 

(9)  y?a -h  76  +  r7=:  o,     /?a, -I- 76,  4- /'71  =  o. 

Les  relations  (7)  et  (9)  donnent  enfin 

c'est-à-dire 

^ ,    («—«1)  (^7>  — 7^0  -•-  (^—^1)  (7««—  «7i)  +  (^— ^i)  («e,  —  6a,) 

sinV 

où  l'on  peut  concevoir  sîn  V  remplacé  par  sa  valeur 


^/(ê7,  —  7§, )■'-+-  (7a,—  a7,)'-f-  (aS,  —  Sa,)'. 
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3°  Pour  le  calcul  des  coordonnées  des  points  M  et  M,, 
îl  suffit  de  déterminer  h  et  h^.  Or,  si  l'on  multiplie  respec- 
tivement par  a,  6,  y  les  équations  (8)  et  qu'on  ajoute  le 
résultats,  il  vient 

o  =  a(«  —  a,)  -4-  e(^  —  b^)  -f-  7(c  —  c^)  -\-  h  —  A,  cosV 
On  trouverait  semblablement 

o  r=  a,(«  —  «,)  -h  ^x[b  —  b^)  -+-  7.(c—  c,)  -}-  ^cosV  —  ^, 
d'où 

(lo)  —  //  sin»V==:  [a  —  a,)  («,  cosT  —  «)  -f-  (/^  —  ^.)  (6,  cos V  —  6) 

-f  (c  — r,)(7,  cosV— 7). 

Observant  que  le  binôme  a,  cosV —  ot  peut  être  mis  sous  la 
forme 

a,(aa,  -f-  66,  -4-  77,)  —  a  =  7i(73ti  —  71»)  —  êi(«§,  —  a,ô) 

—  sinV{<77,  — rg,), 
il  vient 

'"^  sinV 

On  obtiendrait  pour  li^  une  formule  tout  à  fait  semblable. 
L'analogie  des  expressions  h  et  5  est  manifeste.  Elle  tient 
précisément  à  cette  circonstance,  facile  à  reconnaitre  par 
la  Géométrie,  que  la  loniçueur  h  sin  V  est  la  plus  courte  dis- 
tance de  la  droite  Dj  et  d'une  parallèle  à  la  perpendiculaire 
commune,  menée  par  le  point  (a,  £,  c). 

282.  Démontrons  d'abord  que  la  droite  dont  la  direction 

1  ,n    '  1  •  dct     d^     df  j»     1   • 

est  detinie  par  les  cosinus  — 9   — >  —  est  perpendiculau'p 

^  u        u       u  '■      ^ 

à  la  fois  à  la  tangente  et  à  l'axe  du  plan  osculateur.  11  suflit, 
pour  cela,  d'établir  les  équations 

adoL  -{-  bdZ  -h  c dy  z=z  o, 
a  r/a  -h  5  r/g  H-  7  ^7  rrr  0  ; 
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or  la  dernière  rcsultc  évidemment  de 

a»  -h  P'  -f-  7»  =  I , 

et  la  première,  de  celle  qu'on  obtient  en  différentiant  la  re- 
lation manifeste 

et  remarquant  qu'on  a 

a  da  -^  ^  clb  -h  y  de  :=  O 

en  vertu  des  équations  données. 
11  suit  de  là  que  l'on  peut  poser 

A  =  ± — 9      fA  =  =h — >      v  =  zt:-^: 

U  II  u 

mais  il  est  permis  de  choisir  pour  l'angle  de  torsion  un  signe 
tel,  que  ces  relations  coïncident  avec  les  équations  (2). 

283.  Ces  équations  donnent 

u  z=  —  ("kdoL  ~\-  |x £?S  -h  V  r/y  )  =  a  r A  H-  6  ^^a  -f-  y  dv. 

De  la  relation 

da  dsd^.r  —  drd^s 

on  tire 

iùds^d\  -4-  Xc?(w<f.v')  1=  dsd^x  —  djrd^s; 

on  aurait  aussi 

vid,s^d^-\-  ^€l[uids^)  =  dsd^y  —  dyd^Sy 
(ads^dv  -h  vd{uids^y^=  dsd^z  —  dzd^s. 

Si  l'on  multiplie  par  a  la  première  de  ces  équations,  par  S 

lad'^uxième,  par  y  la  troisième,  et  qu'on  ajoute  les  résultats, 

il  vient 

wdsuz=z  oid^x  +  td^y  -\-  yd^z, 

dy  d^  z dz  d^  y 

Remplaçant  dans  cette  relation  a  par  -^^ '-  »  6  et  7 
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par  des  expressions  analogues,  on  trouve  la  formule  en 
question  [formule  (e),  p.  192]. 

284.  En  un  point  M  d'une  courbe,  la  tangente,  la  nor- 
male principale  et  Taxe  du  plan  osculateur  déterminent 
trois  plans  qui  forment  huit  angles  trièdres  trirectangles. 
Les  arêtes  de  Tun  de  ces  trièdres  sont  parfaitement  définies 
parles  cosinus  directeurs  a,  i,  c^  X,  |ui,  v^  a,  6,  y,  entre  les- 
quels on  a  les  relations  (p.  191  et  192) 

>  =  6c  —  7^,      iizzzya  —  ar,     v  =  aZ>  —  Qa, 

En  différentiant  les  trois  premières  et  tenant  compte  des 
formules  (/)  de  la  page  192, 

da (Ix  cib r/6  de dy 

on  obtient  immédiatement  les  relations  (i). 

On  y  arriverait  aussi,  mais  d'une  manière  moins  rapide, 
en  diliéreutîant  les  trois  dernières  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions (/). 

Si  les  directions  (>.,  fx,  v),  {l-^  Aa,  fx-f-  Av.,  v  -h  Av) 
font  un  angle  ^,  on  trouve  en  général 

4  sin=*  -  =  A).'  -f-  AtA'  -4-  Av% 
2 

et  par  suite 

(3)  ^^  =  d\^ -{- du'' -{-  d?=u^-^^\ 

puisqu'on  a 

aa  -f  6/>  H-  7c  =  G. 

La  relation  (3)  est  due  à  Lancret. 

285.  Si  Ton  convient  de  représenter  les  quantités  rela- 
tives à  Ml  par  les  lettres  adoptées  pour  les  quantités  ana- 
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logues  qui   se  rapportent  à  M,  en  les  accompagnant  de 
l'indice  i,  on  a 

d'où 

dxy  =z  dx  -\-  od\  -4-  ).  c?p, 
^Jx  =  dj^  -h  pd^i-^  lidp^ 
dzx  =.  dz  -h  p dv  •-\'  V dp  ; 

OU  bien,  en   remplaçant  c/A,   rf/x,   dv   par  leurs  valeurs 

(n«284), 

fl, dsi^=(xpu  -{-"k  dp ,       fe,  ^5,  =  Êpu  -i-  iidp,       c,  c?5,  =  70  «  H-  v  dp . 

11  en  résulte 

(i)  aOi  -\-  bb^  -f-  ce,  =r  o, 

(2)  \a^  H-  a^,  -f-  vc,  =  --^5 

dSy 

(3)  a«, -4-6^, -f-7C,=  £-; 

r/.v, 


et  par  suite 


ds\  z=  dp^ -{- p'- U\ 


Les  équations  (1),  (2)  et  (3)  montrent  que  la  tangente  au 
lieu  des  centres  de  courbure  est  dans  le  plan  normal  de 
la  courbe  donnée,  et  fait  avec  la  normale  principale  au 

point  M  un  angle  dont  la  tangente  est  ^«   Cet  angle  n'est 

égal  à  zéro,  en  général,  que  pour  les  courbes  planes. 

Par  suite  d'un  calcul  incomplet,  Lagrange  avait  été  con- 
duit à  ce  résultat,  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  peut 
avoir  pour  tangentes  les  normales  principales  de  la  courbe 
[Fonctions  analytiques).  Cette  assertion  inexacte  ne  lui 
serait  pas  échappée,  comme  Ta  fait  voir  Poinsot,  s'il  eut 
poussé  ses  calculs  un  peu  plus  loin. 
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286.  Le  plan  rectifiant  au  point  (x,^,  z)  a  pour  équa- 
tion (p.  iQi) 

(i)  '     {X-x)X-h(Y-^)p-i-(Z-.z)v  =  o. 

En  la  combinant  avec  celle-ci, 

on  en  conclut  les  équations  de  la  droite  rectifiante,  qui  soni 

X—  r      _       Y  —  X      __        1  —  z 
[idv  —  vdyL        vd'k — kdv        "kd^ — ^dk 

Remarquant  qu'on  a  [formules  (J)  et  (g^},  p.  191  et  192] 

^idv  —  vt//x  =  \^{ll^  —  ^w)  —  v(6«  —  b(ù)  =  au  -f-  aw, 

et  des  expressions  analogues  pour  les  autres  dénominateurs, 
on  met  ces  équations  sous  la  forme 

X—  X   __    Y  — j    __    Z  —  z 
au  -4-  aw         ^«  -+-  ê«  •      eu  -^  yw 

d*où  résulte  que  les  cosinus  directeurs  de  la  rectifiante  sont 

au  H--  aw         bu  H-  6w  eu  -\-  7W 

.  >        ^--     -    ?  -, 

par  suite,  cette  droite  fait  avec  la  tangente  un  angle  dont  le 
cosinus  est  égal  à  »  Si  donc  on  prend  sur  cette  tan- 

gente  à  partir  du  point  M  une  longueur  MA  ==  p,  et  qu'on 
mène  par  le  point  A  une  parallèle  à  Taxe  du  plan  oscula- 
teur,  cette  parallèle  rencontre  la  rectifiante  en  un  point  B 

tel,  qu'on  a 

ds 
AB  =  —  =r  r. 

u 

287.  Le  plan  normal  au  point  [oc<^j^  z)  de  la  courbe  a 
pour  équation  (p.  191) 

(i)  (X  —  j:)  a  4-  ( Y  —  ^)  ^  +  (Z  —  z)  c  =  N  =  o, 
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et  la  recherche  des  coordonnées  du  centre  de  la  sphère 
osculatrice  revient  à  déterminer  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  qui 
satisfont  au  système 

(2)  N=:o,     û?N=r.O,     ^^N  =  o, 

les  diflîerenti elles  étant  prises  par  rapport  à  une  variable 
indépendante  dont  toutes  les  autres  variables  sont  des  fonc- 
tions. La  seconde  équation  de  ce  système  prend  la  forme 

et  la  troisième  revient  à 

(4)     ^X-:r)d^-i-{Y-x)d^  +  (Z-z)d^  =  o. 

as  as  as 

Les  équations  (i)  et  (4)  donnent  immédiatement 
X  —  x  Y— j  Z  — 2 


,  .de             db  da              de  .db        ,   ,da 

bd— cd —-        cd— ad---        ad— bd—- 

ds             ds  ds               ds  ds               ds 

ou 

X — X  Y  —  X  Z  —  z 


.jbdc  —  cdb\             (cda — adc\             (  adb  —  bda\ 
''[—ds j         ^\ ds ]         '\ ds j 

Or  on  a  [formules  (/*},  p.  192] 

bdc  —  cdb         bv — C|x        a 

ds  p  p  ' 

a  pdx  —  oidp  puT^-h  ocdp 

P  "  P'  ~  P' 

De  là,  et  d'autres  transformations  analogues,  on  conclut 

X— ^     —      Y—j      _      Z— z 

^ul-\-  ddp         pupi  -h  ^dp         puv  -r-ydp 

_(X-~.r)X-4-(Y-j).t/.-4-(Z~2)v 

ûU 
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D'ailleurs  réquation  (3)  peut  s'écrire 

par  suite,  les  coordonnées  ç,  y;,  J^  de  m  et  le  rayon  R  de  la 
sphère  osculatrîce  sont  donnés  par  les  formules 

ç  —  r  —  p).         ïj  —  r  —  pp Ç  —  z  —  pv r/p 


a  6  '^  ds 

R»=p^-h 


rVp=' 


288.  D'après  les  formules  (/)  (p.  192),  on  a 

dn        dh        de  w 

doL        d^j       dy  u 

m  étant  une  constante.  On  tire  de  là,  A,  B,  C  désignant 
trois  autres  constantes, 

a  z=  my.  -\~  A,      b  =  w6  -f-  B,     f  =  my  ■+-  C, 

a^-h  ù'-\-  c^z=z  m[aa.  -f-  ^6  -h  cy)  -+- A<2  -h  B6  -4- Cr. 

La  dernière  équation  se  réduit  à 

dx        ^dy        _  dz 

A— -f-B-~-  +  C---  =  i, 
ds  as  ds 

ce  qui  montre  que  la  tangente  en  chaque  point  de  la  courbe 
fait  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe  dont  les  cosinus 
directeurs  sont  proportionnels  à  A,  B,  C.  Cette  propriété 
définit  précisément  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  à  base 
quelconque,  la  génératrice  étant  parallèle  à  la  droite  fixe. 
Réciproquement,  l'axe  des  z  étant  supposé  parallèle  à  la 
génératrice  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice  est  tracée,  ou  a 
les  équations  (p.  tqi  et  192) 


dc^n  —  v«,      r^H- y'-4- v*=:  I,      r/v  =  7  v  —  cm 


i 


d'où  il  résulte  que,  pour  c  constant,  v  est  nul,  y  constant, 
et  par  suite  aussi  le  rapport  des  courbures. 
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289.  Les  formules  (rf),  (e),  [f)  de  la  page  i9'>.  donnent 
les  relations 


da           doL 
ds     '   '  ds  • 

—  o, 

db               €/S 

^ds-^'ds 

—  o. 

de           dy 
^ds'^'^ds- 

o; 

d'où,  en  désignant  par  A,  B,  C  des  constantes  arbitraires^ 

(i)  paH-ra^rrA,      p^-+-rg:rrB,      pc-f-r^izzC. 

On  déduit  de  là  sans  difficulté 

Aà4-Bu-4-Cvz=o,      Afl  +  B^-t-Cc  =  p,      Aa-+-B6-hC7  ~/^* 

Ces  dernières  équations  montrent  qu'il  existe  une  droite 
fixe,  perpendiculaire  à  la  normale  principale  de  la  courbe, 
et  faisant  des  angles  constants  avec  la  tangente  et  Taxe  du 
plan  osculateur.  Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  sont 
proportionnels  à  A,  B,  C,  et  si  Ton  suppose  qu'elle  soit  prise 
pour  Taxe  des  z,  on  a 

A  m  o,       Br=:  o, 

d'où  résulte 

(l)  prt-4-rai=0,        p6  -f-  a6  :=::  O,       V  =:  O. 

On  trouve  aussi  c  constant,  ce  qui  devait  être  (n°  288).  Si 
l'on  observe  qu'en  général 

a  =r:  ^V  —  cy.y       6  II-::  c).  —  r/v, 

les  équations  (  i  )  nous  donnent 

pa  ^=::  cr^j      pb  =  —  crlj 


ou  bien 


db        ,  da 

a::^  cr  -—y      o  =:  —  cr  —--^ 
ds  ds 
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OU  enfin 

d.r.  —  crd  — -»      dy  -=  —  crd  —- • 
ds  ds 

On  tîre  îmtnédiatement  de  là,  en  désignant  par  x^  et  j^ 
deux  constantes  arbitraires, 

dy  dv 

ds  ds 

et  par  suite, 

[a:  —  jr^)  djc -\-  [jr  —  7«)  djr  =  o; 

par  conséquent 

{.V  —  j-o)»  -+-  ( j  —  jo)'  =  const. , 
équation  qui  représente  un  cylindre  à  base  circulaire. 

290.  Désignons  toutes  les  quantités  qui  se  rapportent  au 
point  Ml  de  la  deuxième  courbe  par  les  mêmes  lettres  adop- 
tées pour  les  quantités  relatives  au  point  M,  en  les  accompa- 
gnant de  Tindice  i.  On  a  (p.  191  ) 

On  en  tire 

r/.r,  :=!  dx  -^  hctky  dfx  =:df  -{-  hdy.,      dZi  =  dz  -^  kdj^ 
ou  bien 

«,  d6\  =  a  ds  -\-  hdky  bxds^:^  bds  -^  hd^i^      c,  ds^  =  cds  -{-  hdv. 

Il  en  résulte 

, ,  ds  —  h<t> 

aay  H-  bby  -\-  cc^  == ; • 

ds^ 

Telle  est  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  tangente 
en  Ml  avec  la  tangente  en  M.  Quant  au  cosinus  de  Tangle 
que  la  première  tangente  fait  avec  la  normale  principale 
en  M,  il  est  égal  à  zéro,  puisqu'on  a 
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On  trouve  enfin,  pour  le  cosinus  du  troisième  angle 
cherché, 

-,  hii 

aSt 

D'ailleurs,  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  cosinus  doit  être 
égale  à  1 5  d*où  résulte 

dst  =  \/(ds  —  A»)»  -h  h^u^=ds  M  1  —  i  j  -f-  —      . 

291.  1®  Conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le  pré- 
cédent numéro,  il  faut  et  il  suffit  que  la  tangente  en  Mi  soit 
perpendiculaire  au  plan  normal  en  M,  ce  qui  exige  qu'on  ait 

art,  -4-  6  /->,  -f-  y  Cl  =  /m  y 

OU  bien 

M  =0, 

c'est-à-dire  que  la  courbe  soit  plane. 

2**  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  en  M| 

sont 

f/ai        dby        dcx 

—  »     — j     — ; 

6>,  b),  W, 

il  faut  el  il  suffit  que  sa  direction  soit  perpendiculaire  au 
fXhiL  rectifiant  en  M  (n°  286),  ce  qui  conduit  à  clierclier  la 
valeur  du  trinôme 

a  dûy  -H  6  dbi  -f-  7  rfc, . 

Or  on  a  (tt°290) 

oLa^  4-  6  6»,  -t-  7c,  =r     —, 

dsx 

par  suite, 

ar/«,  -+-  ^dby  -f-  7  dci  -\-  aidx  -h  b^do  4-  Cidy  z=  d  (  — —  )  ; 

\ds,] 

et  en  vertu  des  relations  [f)  de  la  page  192 

dx  =:  —  "kUy      dZ  ■=  —  aUf      dy  =  —  vit  y 
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la  dernière  équation  se  réduit  à 

a  r/tf ,  -4-  6  dby  -^  '^dCi  =  d  (  —  |  ^ 

la  condition  cherchée  est  donc  exprimée  par 

d  où  Ton  tire  (n*'  290) 

/i       / 

--+--==1, 

P       '• 

k  désignant  une.  constante. 

Ce  résultat  est  dû.  à  M.  Bertrand. 

292.  En  prenant  x  pour  variable  indépendante  et  posant 
/>*-f-  2X*=  m*,  on  obtient  les  résultats  suivants  : 


1 


(-) 


a  z= ,  0  =  — - ,  cz= ^ 

m*  m*                          m' 

// 1.7:*  ?y3'x'                         1/J^JC^ 

1= ; 5  H=  — ,  V=:  —'^ 

m*  nr                      m* 

a  = — ,  6  = -,  y—           5 

nr  nr                    m* 

m'  da 

5  -T-  =  I ,  r  =z  —  p. 


• 

La  dernière  équation  fait  voir  que  la  courbe  est  du  genre 

hélice  (n°  288).  On  peut  la  concevoir  tracée  sur  un  cylindre 

dont  la  génératrice  est  parallèle  à  la  droite  qui  a  pour 

équations 

X  =  o,    jr  4-  z  =  o, 

la  tangente    faisant  avec  cette  droite  un   angle   de  4^. 
Si  l'on  cherche  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  recti- 
fiante (n°  286),  on  reconnaît  qu'elle  se  confond  en  chaque 
point  avec  la  génératrice. 
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Si  Ton  met  la  première  des  équations  (1)  sous  la  forme 

p"*  d.r.        x^dx 
th—' H —  —  ^/3  -h  dy, 

on  en  conclut  s  •=.y  —  z^  pourvu  que  Ton  convienne  de 
compter  les  arcs  à  partir  du  point  pour  lequel  z  =j)^. 

293.  La  variable  indépendante  étant  a*,  on  trouve  pour 
l'équation  du  plan  normal 

l^yz  —  "Xzx  —  Tjxy  -4-  xyz  =r  o  ; 
pour  celle  du  plan  osculateur, 

et  pour  les  rayons  de  courbure, 


&' 


r 


294.  La  variable  indépendante  étant  z,  on  a  (p.  198  ) 

yx  =:zp  —  3,     y'x  z=  ip  —  z, 

.    .       x"       y  —  iff^       x' y   — y'x  x' x   -\- y  y 

X         y  x^y"^  —  p  xx'  -\~  y  y' 

a  b  c  I 


■^(/^~2)       j('2/?  — z)       xy       ^jc\p  —  zY-\-y'[ip  —  zY^x'y'' 

a  ^ 7  I 

On  déduit  de  là  Téquation  du  plan  normal  et  celle  du  plan 
osculateur.  La  dernière,  qui  prend  la  forme  simple 

X j  —  Yj:  -h  (Z  —  z]p  —  o, 

fait  voir  que  toute  parallèle  au  plan  Xj^,  menée  par  un 
point  de  la  courbe  dans  le  plan  osculateur,  rencontre 
l'axe  des  z. 


/ 
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On  tire  aussi  des  môincs  formules 

_x»r'(.r'2-h/'-f-l)' 
p  — 7  ■ 


t 


p  _  __  rt^  _  __     /  xx'-hrx'   \ /•»•'' -f-r""+- iV 
et  par  suite,  en  tenant  compte  des  relations  (2), 

P 
On  peut  remarquer  que  Télément  de  l'arc 


,          ,    v/.r2  ip  —  zY'  -h  v*  (  -y.p  —z)^-^  x^-y^ 
as  =  az = ■ — 

Xf 

se  simplifie  quand  on  élimine  p  de  la  quantité  placée  sous 
le  radical.  O  1  a,  en  effet,  en  désignant  cette  quantité  par  A' 
et  ayant  égard  aux  équations  (i), 

ce  qui  conduit  à  poser  x  -^  z  ^=  11  \  il  en  résulte 

et  par  suite,  à  cause  de  la  relation  {x'\-y)[z-\-x  —  yi=py^ 

(ts  py 


dz      X  -\-  f 


y/(.i'  -\-  J  -r  zY  -r-  2X3. 


En  posant  r  =  tx^  on  voit  que  la  courbe  est  unicursale 
et  du  troisième  degré  [Rem,  du  n°  245).  Elle  est  d*ail leurs 
un  cas  particulier  de  rinterseclion  de  deux  hyperboloïdcs 
ayant  une  génératrice  commune.  Si  Ton  prend  cette  géné- 
ratrice pour  axe  des  z,  et  pour  axes  des  x  et  des  j'  des  géné- 
ratrices appartenant,  dans  chaque  surface,  au  système 
différent  de  celui  dont  fait  partie  l'axe  des  z,  il  résulte  im- 
médiatement des  équations  obtenues  que  Tinterseclion  est 
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unîcursale  et  du  troisième  degré,  d'où  le  nom  de  cubique 
gauche  par  lequel  on  la  désigne  ordinairement.  Obser- 
vons que  si  Ton  en  cherchaît  les  projections  sur  l'un  des 
plans  coordonnés,  on  trouverait  généralement  une  courbe 
du  quatrième  degré,  puisque  chaque  hyperboloïde  est  du 
second.  Cette  circonstance  tient  à  ce  que  Tintersection 
complète  renferme  à  la  fois  la  cubique  gauche  et  la  géné- 
ratrice commune.  Généralement,  si  m  et  n  sont  les  degrés 
des  deux  cylindres  qui  projettent  une  courbe  parallèlement 
à  deux  des  axes,  leur  intersection  complète  étant  du  degré 
/7i«,  il  en  résulte  qu'elle  renferme  nécessairement  des 
points  étrangers  à  la  courbe  si  le  degré  de  celle-ci  est  un 
nombre  premier. 

La  cubique  gauche  jouit  de  propriétés  dont  les  plus 
importantes  ont  été  données  par  Chasles.  M.  Cremona 
(Nonv^,  Ann,  de  Math. y  1862)  en  a  fait  l'objet  d'iln  tra- 
vail remarquable  et  très-instructif. 

295»  (-f%-  26-)  Soient  M  un  point  du  lieu,  H  et  K  les 


points  fixes  dans  le  plan  xj^  C  le  milieu  de  HK,  O  le  centre 
de  la  sphère  dont  on  suppose  le  rayon  égal  à  i ,  MP  un  arc 

Fre:«£T.  —  Recueil, 


li 
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de  grand  cercle  perpendiculaire  à  HK  ^  on  a  de  plu3 

MH4-MK=:a/?,     HC  =  CK.  =  7, 
MP  =  0,       CP  =  (p. 

L'angle  P  étant  droit,  la  formule  fondamentale  de  la  Tri- 
gonométrie sphérique  donne  les  relations 

cosMK  =n:  cosO  cos(^  —  y) , 
cosMH  =  cosO  cos(q  -f-  «p); 

d'où  l'on  tire 

MH  —  MK COS0  cosçcos<7 


ces 


cosp 


par  suite, 


.    MH  —  MK       CCS  0  sm  o  sm a- 

sm —  =: r—î^ i-: 

2  sin^ 


,.  /cos^q        ,         sin»7    .  ,  \ 

I=:COS'ô( COS*ç-f--: — ^  SID*©  )  • 

\cos'/?  sin'^         ^J 


Or  il  est  facile  de  voir  sur  la  flgure  qu'on  a 

a:  =  cos  ô  sin  ç  ,      ^=:COS0COSç; 

par  conséquent 

sin'a    ,       cos'7    » 
siu^p  ces'/? 

Si  le  rayon  de  la  sphère  estR,  la  projection  de  la  courbe 
cherchée  sur  le  plan  xy  a  pour  équation 

sin'^    ,       cos'^    ,     •,, 
sin'/?  cos'^ 

•    la  courbe  résulte  donc  de  Tintersection  de  la  sphère  avec 
un  cylindre. 

En  combinant  la  dernière  équation  avec  celle  de  la  sphère, 

(i)  œ'-\-y-hz'=K\ 
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on  en  déduit 

cos»^  A»+  (i  —  tangV  cos'7)/*-f-  3*=  R*cos'/?, 
ou  bien 

en  posant 

ces*  7  ,       I  —  tang'Dcos*^         ,  i 

R*  ces'/?  K*  cos'/?  R'  ces*/? 

Si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  on  tire  des 
équations  (i)  et  (2) 

/  '2_  (/'x'-f  772 V -4- «< 2' ) R* ■— I 

r"  3--  z"  r-=  3x(..^~/')(m>-/^](i-/'R»)(i~m'R>)(i>-/7'R»)  ^ 

De  ces  résultats,  on  déduit  pour  l'équation  du  plan  normal 
X  Y  Z 

—  (W'-    /!')  -4--(/2'—  /2)   +-(;2—  /;,»)  =  o; 

pour  celle  du  plan  osculateur 
et  pour  les  rayons  de  courbure 
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s 

|7 


OÙ  l'on  a  fait 

(/'R'— i)'    ,       (m'R^— 0'  (,1'Rî  — ,]» 

La  courbe  dont  oh  vîent  de  s'occuper  est  V ellipse  spké- 
rique.  Pour  étudier  les  courbes  tracées  comme  celle-ci  sur 
la  sphère,  il  est  avantageux  d'employer  un  système  de  coor- 
données pris  sur  la  sphère  même.  Consulter  à  ce  sujet  le 
Journal  de  Crclle,  t.  VI  et  XIII  ;  les  Transactions  philo- 
sophiques, t.  XII-,  les  Nouvelles  annales  de  Mathéma- 
tiques, t.  VI  et  VII,  et  divers  travaux  de  MM.  Chasies, 
Gudermann,  Borgnet,  etc. 

296.  Des  relations  données  par  l'énoncé, 

z  y 

^'  -H  j*  -+-  2'  =  R',     arc  sm  --  =  /î  arc  tang  -  » 

R.  X 

on  lire,  en  posant  />*  =  R* —  2'=  R'  cos'/ï  0, 

(  I  )     xdjc  -f-  xdy  -4-  zdz  =  o,      nydx  —  nxdy  -^ pdz  =  o, 

et  par  suite 

,    ,  dx  dy  dz  ds 


—  py  —  nxz       px  —  nyz       //p»       ;?  y^R^/i'-i-/?» 

Ces  équations  déterminent  les  cosinus  directeurs  a,  £,  c 
de  la  tangente  à  la  courbe,  et  aussi  l'équation  du  plan 
normal  qui  peut  s'écrire 

(/ïtang/iôcosô  +  sin6)X  -f-  (/z  tang/i9sin9  —  cos0)Y  =  /iZ.  * 

Si  l'on  prend  z  pour  variable   indépendante,  les  équa- 
.lions  (i)  deviennent 

xx'  -\- yy'  -^  2  =  0,     nyx'  —  ny' x  -h  /?  =  a, 
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et  Ton  en  déduit,  en  faisant  pour  abréger  y  R'  r/'  -f-  />*  =  Rj^, 

Ces  relations  donnent  les  cosinus  directeurs  a,  6,  y  de 
l'axe  du  plan  osculateur,  et,  pour  l'équation  de  ce  plan, 

n[nxz -h  K^s^^sine)X  -\-  n[nyz  —  R^»cosÔ)Y 

-f-  («»2'+  R'r»)Z  —  R»z(/i'H-  v^Y 

Onliredes  mêmes  relations,  en  exprimante  en  fonction  de  i^, 

==R*[(i—  //»)<^^-4-/2*(/22-f-2)p'4- w*(«'-+-i)J; 
et  comme  on  a  d'autre  part,  diaprés  les  relations  (2), 

I  np 

""^/i  -\-  X  ^ -\- y"'~'  ^^^ 
il  en  résulte 

R»i« 


^'-= 


(i  —  n^]v^ -\- îV  [n' -\-  iW-^  n''[H'^-\-\) 


V  de 

Pour  calculer  -  = ?  observons  qu'on  a  d'abord 

de         ti^ 
dv       pv^  ' 

puis,  si  l'on  représente  le  dénominateur  de  p'  par  II', 

Hy  =  (1  —  /i»),;2+  /|2(,^2-|-  ,;, 

On  déduit  de  là 

r  B} 

par  suite, 

__R*(/22+  COS'/20)3 

P^- H^ ' 

R  H* 


nco^nQ  [\  —  /^'3  cos'«ô  4-  2/2' (/î* -h  2) 
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OÙ  H  représente  l'expression 

(i  —  n^)œs*nS  —  /2*(/i'—  ^)coi^n9  -{- n*(n^'\-  4). 

Si  71  =  1,  la  courbe  est  Tintersection  de  la  sphère  donnée 
et  du  cylindre  dont  Téqualion  est  x*-|-  /'=  aj:^  on  la  ren- 
contre dans  le  problème  célèbre  de  Viviani  (n**  510).  Pour 
ce  cas  particulier,  Téquation  du  plan  normal  est 

Xsinaô  —  Yeos^ô  =  ZcosÔ, 

celle  du  plan  osculateur 

Xsin0(2  cos'ô  -4-  i)  —  2Yco8*Ô  4-  2Z  =  sin0(2  -4-  cos'6)R, 

et  Ton  a,  pour  les  rayons  de  courbure, 

(i  +  cos^0)^ ^5  +  3cos'e 

^-^■5-f-3cos»0'     '-^      6cose      • 

Pour  n  =  j^  la   courbe  est  Tintersection  de  la  sphère 

avec  le  cylindre  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  Taxe 
des  z  et  dont  la  base  est  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion 

e 


yÏM-j^  =  R  cos  y  • 

Cette  interjection  a  élc  étudiée  par  Pappus  (n°  510). 

297.  En  général,  la  condition  pour  qu'une  courbe,  tracée 
sur  la  surface  dont  Téquation  est  ¥{x^yyz)  =  o,  ait  son 
plan  osculateur  normal  à  la  surface,  s'exprime  par  les  rela- 
tions 

L'équation  de  la  surface  de  révolution  pouvant  être  mise 
sous  la  forme 
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on  en  déduit 

D'ailleurs,  cp  est  le  complément  de  Tangle  que  fait  la 
tangente  en  m  avec  la  tangente  du  parallèle,  et  comme  les 
cosinus  directeurs  de  cette  dernière  sont  respectivement 

— I,  — -,  o,  il  en  résulte  que  le  premier  membre  de 


Téquatîon  (a)  est  égal  à  rsin(j>. 

Les  courbes  jouissant  de  la  propriété  définie  par  les  rela- 
tions (i)  sont  dites  les  courbes  géodésiques  des  surfaces 
sur  lesquelles  elles  sont  tracées.  En  particulier,  Téqua- 
lion  r  sin  cp  =  const.  est  Téquation  des  géodésiques  des 
surfaces  de  révolution. 

298.  I  ®  et  2®  Soient  jTjj' ,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de 
k  courbe  C  qu*on  peut  appeler  la  courbe  directrice;  /,  m,  n 
les  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  qui  passe  en  M.  Pour 
un  point  voisin  de  la  courbe,  les  quantités  analogues  seront 
X  H-  Aj:,  y  +  A^x,  z  -h  A2,  /  -4-  A/,  m  +  Am,  n  -h  A/i.  Les 
équations  du  n°  281  donnent  immédiatement,  pour  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  plus  courte  distance  de  deux  généra- 
trices dont  l'angle  est  v^ 

m^n  —  /îA/72        /îA/ — /A/i        /A/w  —  wA/ 


,       ; 5        : î 


sm  V  sm  sf  sin  v 

et  pour  la  plus  courte  distance  elle-même, 

t^x(m^n  —  ntim)  4-  ^y{n^l  —  /A/î)  -f-  àz(l^m  —  m  A/) 

0  = : 

Les  limites  cherchées  sont  alors 

mdn  —  nrfm        ndl  —  Idn       Idm  —  mdl 

5 5      > 

V  V  V 

s  dx{mdn  —  ndm)  -f  djr(ndl  —  Idn)  -f-  dz(ldm  —  mdl) 

V  y* 
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OÙ 


3°  Soit  h  la  distance  du  point  M  au  point  cherché  Mj 
dont  les  coordonnées  sont  Xi,j',,  Zx\  on  a 

(i)  x^  —  xz=r.hl,     x,^jr=zhm,      Zx—'Z:=hn, 

et  par  suite  [n®  273,  éq.  (lo)] 

cbcdl  -+-  dydm  H-  dzdn 


i^  =  — 


i^» 


Le  point  Mj  que  cette  équation  détermine  sur  la  géné- 
trîce  G  a  été  nommé  point  central  par  Chasles,  et  le  lieu 
de  tous  les  points  centraux  est  dit  la  ligne  de  striction  de 
la  surface  réglée.  Au  point  central  se  rattachent  une  droite 
et  un  plan.  La  droite  est  celle  qui  occupe  la  position  li- 
mite de  la  plus  courte  distance  entre  G  et  la  génératrice 
infiniment  voisine,  et  Ton  pourrait,  pour  abréger,  l'ap- 
peler droite  centrale.  Le  plan,  que  Bour  a  nommé  plan 
central,  est  celui  qui  contient  cette  droite  et  la  génératrice, 
et  dont  Téquation  est  par  conséquent 

(X~x,)^/-h  [Y  —  x,]dm  ^  [Z  --  z,)dn, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  à  cause  des  équations  (i), 

{^  —  x]dl  -ir  [Y  —  y)dm  -^  (Z —  3)^/1  =  0. 

Si  A  =  o,  la  courbe  C  est  elle-même  la  courbe  de  striction, 
et  Ton  voit  que  le  plan  central  contient  la  tangente  à  cette 
ligne  ^  ce  plan  est  donc  tangent  à  la  surface  réglée  en  cha- 
cun des  points  de  la  ligne  de  striction.  Observons  que  la 
droite  centrale  ne  se  confond  pas  généralement,  comme  le 
pensait  Lacroix  [Cale,  différ.  etintég.,  t.  III,  p.  668),  avec 
la  tangente  à  la  ligne  de  striction.  Cela  ne  peut  avoir  lieu, 
en  effet,  que  lorsque  cette  tangente  est  perpendiculaire  à  la 
génératrice,  laquelle  est  nécessairement  perpendiculaire  à 
la  droite  centrale. 
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299.  Soient  ** 

les  équations  de  la  génératrice  Di  répondant  à  la  valeur 
t-\-  ùit  de  la  variable.  Pour  trouver  le  point  [k  où  la  per- 
pendiculaire commune  à  cette  droite  et  à  D  rencontre  cette 
dernière,  on  considère  le  plan  mené  par  D  parallèlement 
à  D]  et  dont  l'équation  est 

^.n[x  —  mz  —  p)  =  A/72  (/  —  nz  —  7  ) , 

Am,  A/î,  ...  désignant  les  différences  m,  —  '/j,//! — /i,  ..., 
puis  on  fait  passer  par  Dj  un  plan  perpendiculaire  au  pré- 
cédent. Ce  nouveau  plan,  qui  a  pour  équation 

J7  —  /w,3  —  Pi  y  —  n^z  —  p^ 

A/2  -I-  /w,  (  m  A/2  —  n  A/72  )        /2,  (  /?2  A/2  —  n  A/?*  )  —  A//2 

rencontre  D  au  point  |ut,  dont  le  z  est  par  conséquent  donné 
par  la  relation 

zA/72  -h  A/?  Z  A/2  -h  A 7 

A/2 -f- /72,(/wA/2  —  n^m)       ni[m  ^n  —  n  A.m)  —  A/72 

Les  coordonnées  du  point  central  sont  donc  fournies  par  le 
système  formé  des  équations  (D)  et  de  celle-ci  : 

.    .  zdm -\- dp  zdn -\- dq 

'  (i  H- /72')û?/2  —  mndni       mndn — [\ -\- n})dm 

300.  Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  la  surface 
sont  donnés  par  les  deux  groupes  d'équations  (A)  et  (B), 

/  *  V  X       y  X      y       i 

A  _4-_=rrz,      --^==-, 

a       0  a        b        t 

i^\  X       y  X       Y        \ 

^    '  a       b  a       b        t 

Les  équations  (A)  peuvent  s'écrire 

atz       a  btz       b 

X  = h  -  /-',      r  = ^-«. 

22  22 
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Appliquant  îcî  l'équation  (Z)  ou  numéro  précédent,  il  vient 

d'où,  en  éliminant  z  Qlt  entre  cette  équation  et  celles  du 
système  (A), 

'       X 

a.  +  ^  =  «' 

équation  d'un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  para- 
bole qui  est  la  ligne  de  striction  de  ce  système.  Le  second 
donnerait  une  autre  parabole  située  dans  le  plan  représenté 
par  l'équation 

301.  Les  équations  des  génératrices  de  la  surface  peu- 
vent être  mises  sous  la  forme  [Foir  Briot  et  Bouquet, 
Géométrie  analytique) 

X         z  .  J         ^    •        ^ 

—  =.- cos«>  rn  sm©,     v  =  -  sinynieosqp. 
a       c  '        b       c        ' 

Appliquant  la  formule  (Z)  du  n*»  299  au  système  donné  par 
les  signes  supérieurs,  on  a,  <p  étant  le  paramètre  variable, 

z c^{b^ — rt*)sinç>cos9> 

c       fl'ô'4- rt'c^sin'y  H- ^^c'cos*3? 
.  J7  — «'(A*-+- c')  siny 

^    '  *  a       a^  b* -h  a^c^  s'in^f -h  b^c^  cos^f 

y b'^^c^  '\-  a})  ces ^ 

b       a}b^-\-  q}c^  sin'y  -h  Z^'c'cos^y 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

6»       c=  c^       a'  a}       b^ 

l'élimination  de  y  entre  les  équations  (A)  conduit  à  celle-ci 
,    .  cûk"       Z^'B*       c'C» 
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équation  d'un  cône  dont  rintersection  avec  la  surface  ren- 
ferme la  ligne  de  striction  cherchée. 

Au  lieu  d'éliminer  cp  comme  on  vient  de  le  faire,  on 
peut  exprimer  rationnellement  les  coordonnées  x^y^  z  au 

moyen  d'une  même  variable  t=  tang-»  ce  qui  donne 

x___— 2A£(i4-/M       j__B(i  — /*)        2__2C(i  — r) 

«""  D         '    Z~~     i3      '    c~"       D 

où  l'on  a  fait 

B/*-f-  2(A  — Cj/'+B  — D. 

On  voit  que  la  ligne  de  striction  répondant  aux  généra- 
trices du  premier  système  est  unicursale  et  du  quatrième 
degré.  (lieni arque  du  n°  2W.)  Celle  relative  aux  généra- 
trices du  second  système  est  définie  par  des  formules  qu'on 
lire  des  précédentes  en  y  changeant  le  signe  de  c.  Les  deux 
solutions  du  problème  se  trouvent  ainsi  données  par  des 
formules  distinctes^  tandis  que  l'ensemble  des  équations  (i) 
et  (2),  où  c  n'entre  que  par  son  carré,  les  confond  dans 
une  même  courbe  gauche  du  huitième  degré.  Cette  courbe, 
comme  on  le  voit,  n'est  pas  irréductible,  contrairement  à 
Topinion  de  Chasles  (Quetelet,  Corresp.  math,,  t.  XI). 
L'observation  qu'on  vient  de  faire  est  de  M.  Migotti. 

302.   01  1  on  pose  -7-  =  «,  -^  z=  /^    — -  =  c,  et  cru  on  de- 

*-         as  as  '  as  ^ 

veloppe  suivant  la  série  de  Taylor  toutes  les  différences  A 
qui  entrent  dans  l'expression  de  J  (n°  298),  Tare  s  de  la 
courbe  directrice  étant  pris  pour  variable  indépendante 
et  Ai  étant  désigné  par  s,  on  a 


e'  ..       g' 


^x  =zm  -^  a' h  a" -+ 

2  1.2.3 


6*  ..„         £» 


2        1.2.3 


et  d'autres  formules  analogues  pour  A/,  Az,  Am,  A/i. 
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Pour  trouver  ce  que  devient  alors  cî,  il  suffit,  à  cause  de  la 
symétrie  des  calculs,  de  considérer  Texpression 

qui  prend  la  forme 
par  suite, 


s*  d[a{mn^ —  nm')] 
2  c/s 


•  •  •  > 


smV  \  a  ds  I 

où 

V  =  a [mn'  —  nm' ) -\-  b {nV  —  In' ) -\-  c[lm'  —  nd'). 

dP 
Si  cette  quantité  est  nulle  identiquement ,  —  l'est  aussi, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

303.  En  égalant  à  zéro  la  quantité  P  du  numéro  précé- 
dent, on  a  l'équation 

(A)  d.r[mdn  —  ndm)  -{-df{ndl  —  Idn)  -\-dz[ldm  —  mdl):=o. 

Elle  exprime  que,  pour  toute  surface  réglée  qui  y  satisfait, 
la  direction  définie  par  les  binômes 

mdn  —  ndm,     ndl  —  Idn,     Idm  —  mdl, 

déjà  perpendiculaire  à  la  génératrice.  Test  aussi  à  la  courbe 
directrice  au  point  M  où  cette  courbe  est  rencontrée  par  la 
génératrice.  C'est  donc  aussi  la  direction  de  la  normale  en  M 
à  la  surface  j  et  comme  elle  ne  diifère  pas  de  la  direction 
limite  de  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice  consi- 
dérée à  la  génératrice  infiniment  voisine,  elle  ne  dépend 
nullement  de  la  courbe  directrice  et  demeure  la  même  tout 
le  long  de  la  génératrice.  On  peut  d'ailleurs  reconnaître 
facilement  que  cette  direction  est  perpendiculaire  à  toute 
courbe  tracée  sur  la  surface  au  point  /x(^,  w,  Ç)  où  cette 
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courbe  rencontre  la  génératrice.  On  a  en  effet,  en  posant 

Ç  —  jr  =  R/,      u — j  =  Rot,      C  —  z  =  R/i, 
et  par  suite, 

dl^  =  dx  -h  Kdl  -h  IdRy     dn  -^  df  -h  Rdm  H-  /w  JR, 

d(,-\-  dz-^  Kdn  H-  ndK, 
d'où  Ton  tire 

dl;(mdn  —  ndm)  -+-  dn[ndl  —  Idn)  -\-  d^{ldm  —  mdl)  z=  o. 

L'équation  (A)  caractérise  les  surfaces  déx^eloppables  et 
les  définit  analytiquement. 

304.  Prenons  un  point  |m($,  y},  ^)  sur  la  génératrice  qui 
passe  en  M,  et  désignons  par  R  la  distance  fxM.  On  a 

d^~-  djc  =  Kdl  -+-  IdR, 
dn  —  dy  T^  Rdm-h  mdK^" 
d};  —  dz  =  Kdn  -h  ndKy 

et  il  s'agit  de  prouver  qu'on  peut  déterminer  le  point  fx  de 
telle  sorte  que  les  quantités  rfÇ,  'dr,^  d^  soient  proportion- 
nelles k  l^  m^  n.  Or  la  direction  /,  m,  n  est  perpendicu- 
laire à  celle  de  la  plus  courte  distance,  et  aussi  à  l'axe  du 

plan  central  [n^  298),  dont  les  cosinus  directeurs  sont  —» 
— »  —  ;  il  faut  donc  qu'on  ait 
dl[mdn  —  ndm)  -J-  dn^ndl  —  Idn)  -+•  dl^[ldm  —  mdl)  =  o 

et 

d^dl  +  dndm  -I-  dX^dn  z=  o. 

On  sait  que  la  première  équation  est  satisfaite  (n**  303),  cl 
la  seconde  le  sera  également  si  l'on  pose 

dxdl  -h  dfdm  4-  dzdn 


R=:  — 


dl^  '^-  dm"  -f-  div" 
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Ce  résultat  démontre  que  les  génératrices  de  la  surface 
sont  les  tangentes  de  la  ligne  de  striction  (n®  299),  qui 
prend  le  nom  à* arête  fie  rebrousscment  quand  la  surface 
réglée  est  développable. 

La  réciproque  du  théorème  se  voit  immédiatement. 

305.  Si  Ton  prend  T  arête  de  rebrousseraent  pour  courbe 
directrice  de  \sL  svLrtaice  développable  (n°  304),  les  cosinus/, 
///,  n  deviennent  respectivement  égaux  k  a^  b^  c  (p.  191). 
Or  Taxe  du  plan  osculaleur  de  Tarête  de  rebrousseraent 
est  perpendiculaire  à  la  direction  (û,  è,  c)  et  à  la  direction 
[da^  db^  de)]  la  normale  à  la  surface  l'est  également, 
puisqu'on  a  la  relation 

i/jc  [mdn  —  n  dm)  4-  djr[ndl  —  Idn)  -h  dz{ldm  -+-  mdl)  =  o, 

et  l'identité 
dl[mdn  —  ndm)  ■+•  dm[ndl  —  Idn)  ■+•  dn(ldm  —  mdl)  =  o; 

le  théorème  est  donc  démontré. 

306.  Outre  Téquation  (A)  du  n°  303,  qui  peut  s'écrire 

dl[bn  — cm)  -h  dm  (cl  —  an)  -^dn[am  —  bl)  =  0, 

on  a 

Idl  -f-  mdm  4-  ndn  =.  o; 

d'où 

dl  dm 


m(am  —  l/l)  —  n(cl  —  an)        n{bn  —  cm)  —  l[am  —  bl) 

dn 
l[cl — an)  —  m{bn  —  cm) 
Or 

m{am  —  bl)  —  n  (cl -- an)  =  a  —  l(al-^  bm-^cn)  =  a  — IcosOy 

et  les  autres  dénominateurs  donnent  des  résultats  sem- 
blables. 
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307.   I®  Les  équations  générales  du  n°  306  deviennent  ici 
dl        dm        du 


(1)  —  rr:— -  =  —  ==  sidl"  -\-  dm"  -f-  dri"  - 
abc 

Si  Ton  désigne  par  cy  Tangle  de  la  génératrice  avec  Taxe 
du  plan  osculateur  au  point  M  de  la  courbe  directrice,  on  a 

(2)  /a -4- m  6 -h  72'/ =r:  CCS  y,     >/ 4- (x/w  H- vw  =  sin^, 
et  par  conséquent 

(3)  ld(x  H-  md^  -f-  ndy  -h  cndl  -h  ^dm  -h  '^dn  r=z  —  smt^d^. 

Transformant  ce  résultat  au  moyen  des  équations  (i)  et  des 
formules  connues  (p.  192), 

,,  dcL         d^         d'^ 

il  vient 

dff  z=  it. 

Telle  est  la  relation  nécessaire  qui  régit  les  variations 
de  Tangle  que  fait  la  génératrice  avec  Taxe  du  plan  oscu- 
lateur. 

2**  La  relation  rfcp  =  u  étant  supposée  exister,  la  surface 
est  développable.  En  effet,  si  Ton  en  tient  compte  ainsi  que 
des  formules  (2)  et  (4),  l'équation  (3)  se  réduit  à 

adl  -+■  ^dm  -\-  ydnz=  o. 

On  a  d'ailleurs 

Idl  -+■  mdm  -^  ndn=z  Oy 

et  par  suite 

dl  dm  dn 


my  —  726         /2a  —  /y         /6  —  mon 

Or  la  direction  définie  par  les  dénominateurs  de  ces  rap- 
ports est  celle  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  génératrice 
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et  à  Taxe  du  plan  oscillateur,  c'est-à-dire  celle  de  la  tan- 
gente, ce  qui  conduit  aux  relations  (i). 

Les  arêtes  de  rebroussement  des  surfaces  développables 
définies  par  Téquation  (5)  sont  dites  les  déi^eloppées  de  la 
courbe  directrice.  Comme  cette  équation  ne  renferme  que 
la  différentielle  de  Tangle  y  et  non  cet  angle  lui-même,  il 
en  résulte  qu'une  courbe  à  double  courbure  admet  une 
infinité  de  développées.  Si  la  courbe  est  plane,  9  est  une 
quantité  constante. 

3[)8.  I  °  Désignons  les  quantités  qui  se  rapportent  à  l'arête 
de  rebroussement  par  les  lettres  affectées  aux  quantités  ana- 
logues relatives  à  la  courbe  directrice,  en  les  accompagnant 
de  l'indice  i .  Nous  excepterons  seulement  les  cosinus  di- 
recteurs de  la  tangente,  qui  seront  toujours  /,  m,  n.  Cela 
posé,  en  se  reportant  aux  notations  et  aux  formules  des 
pages  191  et  192,  on  a 

dl  doL;        dm.  d^i        dn  dfi^ 

etj  à  cause  des  formules  (1)  du  n°  307, 

dl   =^a^i^ 
(i)  {   dm=z  6w,, 

dn  =  cw, , 

dui  =  —  ^«i» 

(2)  {  ^,  =  —  fttt,, 

^7,=  — Ci/,; 

d'où 

ti,=z  adl  -\-  bdm  -t-  cûf/î, 

(3)  Wi  =  —  [adcf.x -\-  bdZx-\- cd^x)* 

Or,  par  hypothèse. 

al  -f-  bm  4-  c/i  =  o, 


(5)      j 
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et  par  suite, 

adl  4-  bdm  4-  cdn  =  —  [Ida  -4-  mdb  -+-  ndc)  z=z  —  o»  sin^ , 

en  désignant  par  cp  Tangle  de  la  génératrice  avec  Taxe  du 
plan  osculateur  au  point  M  de  la  directrice  \  donc 

(4)  Wi  =  —  b>sinf. 

D'un  autre  côté,  le  plan  tangent  à  la  surface  étant  oscula- 
teur à  Tarête  de  rebroussement  (n^  305) ^  les  cosinus  direc- 
teurs de  Taxe  de  ce  plan  sont  donnés  par  les  relations 

ai=z  bu  —  cm,     6,  =  c/  —  an,     7,  r=  am  —  bl. 

On  en  déduit 

a,  rt  -f-  61  6  -f-  7j  c  m  o, 

adoii  -h  bd^i  -f-  cdyi  =  —  [oi^da  -f-  ^^db  4-  7,  de) 

=2— w(a,X-f-   6,  p   -4-  7,v), 

puis 

a,  >  -}-  6,  {X  -f-  7i  V  =  —  (a/  -f-  6/n  -h  7/2)  =  —  cosy. 

Ces  résultats  transforment  l'équation  (3)  en  celle-ci  ; 
(6)  tt,  =  —  6)cos^. 

Des  valeurs  (4)  et  (6)  on  tire 

—  =tang<p; 

il  suit  de  là  que,  si  la  courbe  directrice  est  plane,  Tarcle 
de  rebroussement  de  la  surface  développable  est  une  hé- 
lice (n**  288).  Cette  remarque  a  été  faite  par  M.  A.  Serret 
dans  le  cas  particulier  où  la  génératrice  est  normale  à  une 
surface  S  sur  laquelle  la  courbe  est  tracée,  c'est-à-dire  lors- 
que cette  courbe  est  une  ligne  de  courbure  de  S. 

2?  On  a  trouvé  généralement  (n°  298),  pour  la  distance 
MM,  =A, 

drdl  -H  djrdm  -f-  dzdn 

^■~  dP-^dm'  +  dn^      ' 

Fremet.  —  Recueil,  l5 


I 
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formule  qui  donne  ici 

(7)  /.  =  -î^- 

D*un  autre  côté,  des  relations  évidentes 
on  tire 

dar^  —  (l.r  :r^  Idh  H-  hdl^ 
^(Ti  —  dy  r^  mdh  -f-  hdm^ 

dzx  —  dz  -^^  ndh  -h  hdn\ 

et  par  suite,  à  cause  des  équations  (i)  et  (7), 

dx^  =  Idh^     dfy,  z=i  mdh^     dzx  =  ndhy 

m 

résultat  facile  à  trouver  par  la  Géométrie. 
On  en  déduit 

dSi  z=z  dh^ 

ce  qui  fait  voir  que  la  génération  des  développées  de  la 
courbe  directrice  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  de  la  dé- 
veloppée d'une  courbe  plane. 

309.  Soit  ^  =  (p  (j^,  jk)  l'équation  de  la  surface  donnée-, 
si  /,  m,  n  représentent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
au  point  M,  on  sait  qu'on  a 

l=zNp,      m=z^q^      „  r=  —  N, 

avec 

et 

dz  zznpd.r  -f  qdj. 

D'ailleurs,  la  courbe  directrice  (n"  298)  étant  ici  une 
ligne  de  courbure,  les  formules  d-u  n°  306  deviennent 

,    .  dl       dm       du 

abc 
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ou  Lieu 

(2) 

rf(Np) 

dx 

d[^q)          -rf(N) 
df                  dz 

%2J 


11  est  manifeste  que  rf(Np)  est  une  différentielle  totale, 
ainsi  que  ^(N^)  et  rf(N). 
On  tire  de  là 

"Sdz        dx  -+-  pdz        dy  '\-  qdz 
d^  dp  dq 

L'égalité  des  deux  derniers  rapports  donne  immédiate  - 
ment  l'équation  connue  des  lignes  de  courbures. 

Les  équations  (i),  cas  particulier  de  celles  que  nous 
avons  données  dans  le  n**  306,  sont  dues  à  O.  Rodrigues. 

310.    I**  Puisque  la  courbe  AB  appartient  à  la  surface  S, 
on  a  (n°  295) 


dl         dm dn  sjdl'  -f-  din?  H-  dn^ %f 

'  dx        dy         dz  ds  ds 

/,  /w,  n  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cette 
surface  au  point  M(j:,j^,  z)  de  la  courbe. 
On  a  de  même 

dly  dnix  driy         i', 

^    '  dr         dy  dz  ds 

/,,  7W|,  72 1  et  ^'l  se  rapportant  à  la  surface  Sj. 
De  plus, 

0  désignant  Tangle  sous  lequel  les  deux  surfaces  se  coupent 
au  point  M.  De  là  résulte  la  relation 

(3)        —  s\nBdO  =  ldli  -hmdm^  +  ndii^  -I-  /,  dl  -r-  /w,  dm  -|-  w,  dn  ; 
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OU,  à  cause  des  équations  (i)  et  (2)  et  des  identités  évi- 
dentes 

Idx  -f-  mdjr  -h  nelz  :=  o,      /|  djc  -\'  m^  djr  -r-  n^  dz  •=.  o^ 

ô  =z  const. 

2°  Réciproquement,  si  6  =  const. ,  et  qu'on  ait  en  môme 
temps  les  équations  (1),  l'équation  (3)  conduit  à  celle-ci  : 

(4)  Idlx  -+-  mdnii  -h  nd/ii  =  o; 
et  comme  on  a  d'ailleurs 

(5)  lidli  -\-  /7ï,  dmi  -+-  /?,  drii  =  o, 

les  équations  (4)  et  (5)  expriment  que  la  direction  (t//,, 
rfwi,  drii)  est  perpendiculaire  à  la  direction  (/,  /71,  fi)  et 
a  la  direction  (/i,  w,,  /?,),  c'est-à-dire  qu'elle  se  confond 
avec  la  direction  (rfx,  dj^  dz),  c.  q.  f.  d. 

311.   L'équation  de  rellipsoïde  étant 

X2       Y»        z» 

—  -h  —  =  J^ 


a'         6»  c' 


on  aura  pour  celle  du  plan  tangent  au  point  (jc^y^  z) 


(■) 

-T--H  -77  -4-—        I, 
{r           b^          c^ 

avec  la  relation 

(2) 

x^         r»        z^ 
a^         b^         c^ 

Les  équations  d'une  perpendiculaire  à  ce  plan,  menée  par 
l'origine,  peuvent  s'écrire 

«X  hX  cZ 


(:)     (-^)    (I) 
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Pour  éliminer  a:,  y^  z  entre  les  équations  (1)^(2),  (3), 
comme  la  valeur  commune  des  rapports  (3)  est 

(a'X»-4-6»Y»-4-c'Z»)^, 
il  suffit  d'observer  qu'on  a 

d'où 

X'  -f-  Y» -f-  Z>  =  (û'X^  +  h'X^  -»-  c'Z»)"^. 

La  podaire  de    l'ellipsoïde   (n°  235)  relativement  à   son 
centre  est  donc  la  surface  d'élasticité  (224.). 

312.  Le  plan  tangent  a  pour  équation 

(1)  («'— 3')xX—  b^y'Y  —  T^zZ  -\'xH^=o. 

Pour  déterminer  son  intersection  avec  la  surface,  il  faut 
combiner  l'équation  (i)  avec  la  suivante  : 

(2)  (a-'— Z»)X>—  b^Y^  =  o, 
sachant  qu'on  a  d'ailleurs 

(3)  {a"  —  z*)  .r»  —  ^;»J2  =  o. 

Si  l'on  élimine  j^  et  Y  entre  ces  trois  équations,  on  trouve 

i_  ± 

(^2  _  z^y  [a^  —  7jy  X  =r  .rz(z  —  Z)  -f-  (a*  —  z^)  X, 

et,  par  suite, 

(a2— s»)(z»--Z')X'=:r»2'(3  — Z)'4-  2xz(a^  —  z»)  (2  —  Z)  X. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

(3  _  z)  j («:«  —  z^)  [X^z  -l-  Z)  -  2xzX]  —  x'z'(z  —  Z) \  =  o; 
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ce  qui  montre  que  le  plan  tangent  coupe  la  suriace  suivant 
une  ligne  droite  et  une  courbe  du  troisième  degré. 

La  surface  considérée  est  un  conoïde  droit  dont  la  géné- 
ratrice se  meut  parallèlement  au  plan  XY,  en  rencontrant 
constamment  Taxe  des  z  et  le  cercle  qui  a  pour  équations 

c'est  le  conoïde  de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde,  nommé 
aussi  coin  conique  de  TVallis, 

313.  Le  plan  tangent  a  pour  équation 

k{x\  — ^rX)  4-  (rpî  4-7*)  (Z  —  <«)  =  o. 
la  distance  demandée  est 


314.  Les  équations  de  Thélice  étant 

X  =  rtcose,     Y m^  a  sine,     2  =  X0, 

celles  de  la  tangente  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

(  rtsin6(3  —  /O)  =  — A:(a:  —  «cosÔ) 
^^'  \  acosB[z  —  kB)zzzk[jr —  asïïiB), 


et  Ton  en  tire 

(^) 

(3) 

j:co89  +/  sinô  —  a  —  o. 

La  dernière  de  ces  équations  peut  être  considérée  comme 
celle  de  l'hélicoïde  développable,  en  y  supposant  Q  rem- 
placé par  la  valeur  que  donne  la  précédente.  Si  Ton  repré- 
sente par  u  le  premier  membre  de  (3).  on  est  conduit  à 
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calculer  Texpression 

En  dîfféreiiliani  et  tenant  compte  de  la  relation 

j 
/COS0  —  .r  sinô  =  [x^-\-  y"^ —  a'^Y^ 

qui  S3  déduit  facilement  des  équations  (i),  on  trouve 


t 


du  ^        X        du         ,    ^        r        du        [x^-\-  y^—  a'^Y 

—  =  cos0 î      -^  —  ^\XiB ,      -T~^' ^~ -^ 

ax  a        ox  a        oz  A 

et,  par  suite,  pour  l'expression  cherchée, 

A' 

_, 

quantité  constante    identique  au  sinus  de  Tan^le  que  la 
tangente  à  Thélice  directrice  fait  avec  le  planxy. 

315.  /'  étant  la  dislance  d'un  point  de  la  surface  à  l'ori- 
gine, on  trouve  pour  l'équation  du  plan  tangent 

[ir^ ^  a^)xX  -h  [-ir'  —'b')xY  -h  {2r''  -^  c\  zZ  =1  /\ 

et  pour  la  distance  cherchée, 

r*[a*x^-h  b*y-hc*z^}    ^ 

316.  1°  Surfaces  à  centre.  11  suffit  de  considérer  l'ellip- 
soïde rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes.  Appliquant  l'équa- 
tion connue  des  rayons  de  courbure  principaux 

(,)      j  P'[rt-s^)'-p{l-hp'-^q'f 
on  trouve 

où  D  représente  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangenl. 
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L'inverse  du  produit  des  rayons  de  courbure  principaux 
étant,  d'après  Gauss,  la  mesure  rie  la  courbure,  ou  simple- 
ment la  courbure  de  cette  surface,  cette  courbure  est  ici 
la  même  pour  tous  les  points  dont  les  plans  tangents  sont 
à  égale  distance  du  centre. 

a®  Pmaboloïdes,  —  L'équation  de  ces  surfaces  étant 


on  a 


j2          z^ 
la       -xb 

X 

abx"^ 
1 

^    D»    ' 

\l 

27  m^ 

318.    1°  Les  équations  (1)  du  n"  314  donnent  celles-ci  : 

a  COS0  —  X      y  —  a  sinô       y  ces©  —  x  sinô       z  —  kB 


a  sin  0  a  cos  9 


a 


La  dernière,  jointe  à  la  rjlatîon  (3)  du  même  numéro, 
représente  la  surface,  et  Ton  eu  tire  en  différentiant 

fl/y  =  —  h  sin0,     aq  r=i  h  cosô, 
r  s  t  k 


cos^'Ô       sin Ô  cos e       sin'Ô  ,  .^ 

La  formule  (1)   du  n°  316  montre  que  l'un  des  rayons 
de  courbure  est  infini,  et  que  le  carré  de  l'autre  est 


En  appelant  courbure  moyenne  la  demi-somme  des 
rayons  principaux  de  courbure,  on  voit  que  la  courbure 
moyenne  de  riiélicoïde  gauche  est  toujours  nulle. 
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§  XV.  —  Enveloppes  des  lignes  et  des  surfaces. 

319.  h  désignant  une  constante,  Téquation  générale  de 
ces  ellipses  sera 

-:  H :,  ==l. 

En  dilTérentiant  par  rapport  à  a,  on  trouve 

«=-7 7»       k  —  a—-j^ 7, 

et  par  suite, 

111. 

(n^*  232  et  234.) 

320.  Soient  h  la  longueur  de  la  ligne,  a  et  &  les  segments 
qu'elle  intercepte  sur  chacun  des  axes  coordonnés  à  partir 
(le  Torigine  ;  son  équation  sera 

.r         Y 
a         b 

avecla condition  a*  -f-  &'  =:  A*.  Différentiant  ces  deux  équa- 
tions par  rapport  aux  paramètres  a  et  i,  et  désignant  par  X 
un  multiplicateur  indéterminé,  il  \ient 


et  aussi 


.T  y 

\  —  :=.  a.       \  ^-~  zzz  Ot 


Xil^L^=,  =  P; 


par  conséquent  l'enveloppe  a  pour  équation 


1*1 

.3      ,      ^..3 7.3 


qui  représente  l'Iiypocycloïde  du  numéro  précédent. 


I 
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321.  On  trouve 

.r'=r  /lc{c  — y). 

C'est  Téquation  de  l'enveloppe  des  paraboles  que  décrit  un 
projectile  lancé  dans  le  vide  avec  une  vitesse  constante, 
mais  sous  une  inclinaison  variable.  Falio  proposa  ce  pro- 
blème à  Jean  BernouUi,  qui  le  résolut;  ce  fut  le  premier 
exemple  de  la  détermination  de  l'enveloppe  d'une  suite  de 
ligne  courbes. 

322.  ^»  =  4An(.r-4-w). 

323.  Soient  OA  Taxe  des  x,  OB  celui  des  j',  et  posons 

on  demande  l'enveloppe  des  droites  données  par  réquatioii 


(0 

X            Y 

V        <7 

sachant  qu'on  a 

{") 

Pl- 

.-{a       p)[h  —  q), 

ou 

(2) 

^'    1    ^        I 

En  difierentîant  les  équations  (i)  et  (a)  par  rapport  aux 
paramètres  variables,  on  a 


X 

? 

dp 

-+- 

y 

1                    dp        dn 
dq        O,        ^    +    ^    _OJ 

par  suite, 

a.T        hy 

ou  bien 

(3) 

O 

.  » 
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Le  résultat  de  Tëlimination  de  p  et  de  q  entre  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3)  peut  s'écrire 

c'est  l'équation  d'une  parabole. 

Cette  enveloppe  est  employée  quelquefois  dans  la  con- 
struction des  routes  comme  courbe  de  raccordement. 

On  peut  généraliser  le  problème  en  remplaçant  la  con- 
dition [a)  par  celle-ci  : 

[h]  aq  -f-  bp  4-  cpq  m  ab. 

Le  calcul  conduit  alors  à  éliminer  p  cl  q  entre  cette  équa- 
tion et  les  suivantes  : 

P^  ~Py  +  ^^y      <7».r(fl'  -\-  cp)  =  p^jr{b  -f  cy). 

On  tire  successivement  des  deux  dernières 

aq'^x—  bp^y  —  cpq  [py  ^  q x], 
q^x[a  -^cx]  =zp^y[b  -{-  cy), 
p[b  -\~  cy)  —  q[a  -\-  cx]z:=:ay  —  bx\ 

et,  comme  on  déduit  de  l'équation  [b) 

p[b  -\-  cy]  '^-  q[a  -{-  cx)=:  ab^ 

il  en  résulte  pour  l'équation  de  l'enveloppe 

.rr^        >'*        ,  ,  xy        IX        7.  y 

-^4--^-h     2CH-I    -^ y   -hl=r0. 

a^       b^        ^  '  ab        a  b 

Les  deux  systèmes  de  points  déterminés  sur  les  axes  par 
la  droite  mobile,  en  vertu  de  l'équation  (i),  sont  dits 
homo graphiques ,  On  voit  que  le  calcul  précédent  démontre 
ce  théorème  : 

Une  droite  qui  se  meut  dans  un  plan  en  en  détermi- 
nant sur  deux  droites  fixes  des  divisions  liomograpliiqucs 
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enveloppe  une  conique  tangente  à  a^s  deux  droites.  {Foir 
Briot  et  Bouquet,  Géom.  analyt.^  chap.  XI). 

324.  Appelant  t,  et^j  les  coordonnées  de  l'extrémitt' 
d*un  diamètre,  celles  de  son  conjugué  seront 


n 


b  a 


et  la  ligne  qui  joint  ces  deux  poiats  a  pour  équation 
On  trouve  pour  Téquation  de  l'enveloppe 


1  .r'         2  )'* 

H-    -7T-    =1. 


rt' 


325.  Si,  dans  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  d'une 
conique,  on  remplace  les  coordonnées  du  point  par  les  coor- 
données a,  6  d'un  autre  point  /:x,  on  sait  que  la  nouvelle 
équation  représente  la  polaire  du  point  par  rapport  à  la 
conique,  le  point  fx  étant  le  pôle  de  cette  droite.  Cela  posé, 
si  la  courbe  C  a  pour  équation 

( I )  ax^-^  ibjny  -\-  cy^ -4-  ifx  -4-  ^'gy  -f-  /i  =;  o, 

la  question  revient  à  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  dont 
l'équation  est 

(i)  ct{p.x-hgy)  -f-e(^x  +  //)  —  1  =o, 

les  paramètres  a  et  S  satisfaisant  à  la  condition 

(3)  flra'H-  i^a^-f-  c6^-{-  a/a  -f-  2^6-+-  /t  =  o 

Faisant  pour  abréger  px-h  qy  =  P,  qx  =  ry  =  Q  et 
nommant  X  un  facteur  indéterminé,  on  trouve 

(    >r  -f- rta  H-  Z^ê -I- /  n=  o, 


rrro. 
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d'où 

(5)  -->-f-/«-+-^6-h/i=:o. 

On  obtient  le  résultat  de  l'élimination  de  X,  a,  c  entre 
les  équations  (2),  (3),  (4)  et  (5)  en  posant 

G     P     Q     —  I 
1?     a     b  / 

q     b     c  g 

-i     /     g  /i 

11  en  résulte,  pour  Téquation  de  l'enveloppe  cherchée, 

-^  ^{bg  —  cf)V  -h  i[b/-~  og]Q  -\-  b^—ac=zo. 

En  cherchant  Tenveloppe  des  polaires  des  points  de 
celte  courbe  par  rapport  à  la  conique  (P),  on  retrouve  C. 
Le  fait  est  général  :  si  les  polaires  des  points  d'une  courbe 
quelconque  A  enveloppent  une  courbe  B,  réciproquement 
les  polaires  des  points  de  B  par  rapport  à  la  même  conique 
enveloppent  la  courbe  A.  De  là  vient  le  nom  de  polaires 
rédf.roques  donné  à  ces  courbes  [Voir  Briot  et  Bouquet, 
Géom,  analyt.y  chap.  X). 

326.  Quelle  que  soit  la  relation  y  (a,  j^)  =  o  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  paramètres,,  on  est  conduit  à  les  éli- 
miner entre  Téquation  de  la  droite  et  celles-ci  : 


7t" 


Ces  dernières  deviennent  ici 


r 


d'où  résulte  pour  l'équation  de  l'enveloppe 
Si  4&  =  5*7^*5  on  a  une  cissoïdc. 
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Les  quantités  u  et  i^,  considérées  comme  des  variables 

indépendantes,  déterminent  dans  le  plan  une  infinité  de 
positions  pour  la  droite  représentée  par  w.r  H-  t^j  =  i  ^  on 
les  nomme  les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite.  Celte 
droite  variable  a  une  enveloppe,  quand  il  existe  entre  //  etv 
une  relation  ç («,!')  =  o,  qui  est  dite  alors  Véquation  lan- 
gcntielle  de  la  courbe  enveloppe. 

La  considération  des  coordonnées  tangentielles,  due  à 
Pliitker  [Journal  de  Crelle,  t.  V)  se  rattache  au  Prin- 
cipe de  dualité^  Tune  des  conceptions  les  plus  importantes 
de  la  Géométrie  analytique,  (/^o/r  Chasles,  yé perçu  histo- 
rique.) 

327.  L'équation  de  la  spirale. 


rrrrrte'-. 


peut  être  mise  sous  la  forme 

arc  tang  -  =  -  log —• 

Celle  d'une  hyperbole  équilatère  étant 

j,a  —  y^  z=  r'  ces  iB  :=i  in? 

cette  courbe  touchera  la  spirale  au  point  0  =  «  si  l'on  a 

(l)  m'=:  a'tf' COS2W, 

(  2  )  w  tang  2  w  =  I . 

La  polaire  d'un  point  [x^y)^  pris  sur  la  spirale,  ayant  pour 
équation  Xx  — Y  y  =  m',  Tenveloppe  des  positions  dexette 
droite  s'obtient  en  éliminant  x  ci  y  entre  les  équations 

Xj: —  Yj  =  m', 

y       w         .r'  +  7' 

(3)  <••"•'' '»"&i=â '"S -;i^' 

y  -f-  &).r  a:  —  uy 

X  Y 
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Si  1*011  passe  aux  coordonnées  polaires,  et  qu'on  fasse 

X=:/',  cos9,,     Y:=ir,  sin^i, 

comme  on  a  déjà  x  =  rcos0,  j  =  rsinO^  le  système  (3) 

revient  à  celui-ci  : 

0 
(4)       rr^  cos{e  -\- 9,)  — m\     r=zae',     -  =  tang(Ô -4- 0,). 

En  vertu  de  la  condition  (2),  la  dernière  des  équations  (4) 
donne 

2 

où  k  désigne,  en  général,  un  nombre  entier,  lequel  est  ici 
égal  à  zéro,  puisque  les  angles  Q  et  0i  prennent  simultané- 
ment la  valeur  w.  De  la  résulte 


et,  par  suite, 


rr, 

rx 

fltf". 

C.    Q.    F.    T. 


328.  1°  Soit  a  l'angle  de  la  droite  variable  D  avec  la  nor- 
male au  point  ni[x^y')  de  la  courbe  donnée.  L'équation 
de  cette  droite  sera 

II)         (Y— j)(tanga-/')=(X  — .r)(i-4-ytanga). 

Une  position  de  la  droite  variable,  infiniment  voisine  de  la 
première,  détermine  sur  celle-ci  un  point  limite  (Jt  dont  les 
coordonnées  X,  Y  satisfont  à  l'équation  (i)  et  à  la  suivante 

(2)  (Y- 7)(tanga~y')-+- '+/'==  (X-^)  (j'-^^ /'tanga) , 

y      cos  a  j 

qu'on  obtient  en  différeniiant  l'équation  (  c)  par  rapport  à  x. 


2^0  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

On  déduit  de  là 


X  —  ar  rr: 


cosa(sina  — ^'cos«)(i  4- j'*) 

(3)  <'  J         V    -^J^    . 

'  cosa(cosa -hj'sina)  (i -h^*) 

et  par  suite, 

cosafi  -+-j")^ 


m 


f*  = 


Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée^  si  l'on 
pose 

s. 

,  cosa(i-4-y^)'     _ 

la  quantité  r,  qu'on  peut  désigner  sous  le  nom  de  rayon  de 
courbure  oblique,  se  réduit  à  p  quand  a  est  nul. 
L'équation  (4)  revient  à  celle-ci  : 

,^.  ces  a         I         dx 

(b)  = —, 

r  p         as 

qu'il  est  facile  de  démontrer  géométriquement. 

2°   Pour  trouver  l'élément  dS  de  la  courbe  lieu  des 
points  |!ji,  on  a  les  équations 

(7)  (X-^)^+(Y-r)»-^/-% 

(8)  (X— x)^X-f-(Y— j)rfY  =  (X— .r)é/:c4-(Y-j)r(r  +  r^/"t 

X  —  .r  ^X       Y  — j  dY 

Or,  des  relations  (3)  mises  sous  la  forme 

ces  ctdr  —  sin  a  dx 

X  — x=— r ^-3 , 

ds 

^     '  '  „  sin  a  dr -h  cas  et  dx 

Y-y  =  r -^^ . 

as 
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on  lire 

(il)  (X  —  x)dx-h{Y  —  x)  df  =  rds  sina» 

En  rapprochant  les  équations  (8),  (9)  et  (11),  on  est  con- 
duit à  ce  résultat  sîmple  : 

(12)  dS  =  dr  -h  sina.dsy 

qu'on  trouve  aussi  par  la  Géométrie. 

329.  /'  étant  la  portion  du  rayon  incident  comprise  entre 
les  courbes  A  et  C,  si  Ton  applique  à  ces  deux  courbes  la 
formule  (6)  du  numéro  précédent,  on  trouve 

ces  a         I         da 


r  p         ds'^ 

et  de  même,  /•,/ désignant  la  portion  du  rayon  réfracté  com- 
prise entre  les  courbes  A,  et  C,  on  a 

cosxi I       dxt 

Tj  p         ds 

D'ailleurs, 

cosa  doL  =  n  cosai  c?ai, 

d'où 

(I         cosa\                      /i         cosaA 
1  =  n  cosa,  I ) . 
P            ''    /                       \P            'W 

Cette  formule  générale  a  été  démontrée  par  C.  Lambert 
[Annales  de  Mathématiques,  t.  XX).  Petit  l'avait  donnée 
pour  le  cas  du  cercle,  dans  la  Correspondance  sur  V École 
Polytechnique,  t.  II. 

Quand  on  suppose  que  la  courbe  A  se  réduit  à  un  point, 
1  équation  (12)  du  numéro  précédent  devient 

dr  -h  sin  ads  =  o. 
Frenet.  —  Recueil,  1^ 
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Sî  la  courbe  Ai  se  réduit  aussi  à  un  point,  on  a  de  môme 

dry  H-  sin Uids  =  o\ 

par  suite, 

dr        sin  a 

T~  =^  "' —  "» 

ar,        sin  a, 

d'cù 

r  =:  wr,  -h  const. 

C'est  Téquation  des  ov^ales  de  Descartes  ou  lignes  apla- 
nétiques  (Chàsles,  aperçu  historique^  etc.,  Note  21). 

330.  Prenons  pour  origine  le  sommet  du  parallélépipède 
qui  appartient  au  tétraèdre,  pour  axes  les  arêtes  qui  passent 
en  ce  point  ^  appelons  a,  J,  c  les  longueurs  interceptées  sur 
ces  arêtes  à  partir  du  sommet-,  Téquation  du  plan  sera 

.T  Y  Z 

-  -4-  y  -+--=--1, 
abc 

avec  la  condition 

abc  =^  m^  =2  const. 

L'enveloppe  a  pour  équation 


772* 


jryz  =  —  • 

27 

331,  On  a  l'équation 

(.r  —  ay -h  (r  —  by  ^-  z^  =  h 

avec  la  condition 

rt»  4-  h^  z=z  c^=:  const. 

Si  X  est  un  multiplicateur  indéterminé,  on  trouve  les  re- 
lations 

\a-\-x  —  azzzOy     \b  -\-jr  —  b  =  o; 
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d'où 


.r  Y 


et  par  suite, 

a.r  4-  by  a.T  ~\-  by  (jt'  -h  J  *)*  ^ 


^v  _i_   ^,2  c^ 


on  déduit  de  là 

C'est  Téquation  du  tore,  qu'on  obtient  également,  comme 
on  sait,  en  cliercliant  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'im  cercle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

332.  x'  -H  j>  *  = /i*^',  équation  du  cône  donné  ^ 
Ix-hnij  -{-  nz  =  p^  équation  du  plan  variable,  dans  la- 
quelle /,  m,  71  sont  les  cosinus  des  angles  qu'il  fait  avec  les 
plans  coordonnés,  et  p  la  distance  de  Torigine  à  ce  plan  ^ 


n  II 


sera  l'équation  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  projette,  sur 
le  plan  des  xj^  l'intersection  du  cône  et  du  plan.  La  valeur 

de  (x*  -f-  j  '  )  *  =  /'  fait  voir  que  l'origine  est  un  foyer  de  cette 
projection.  Si  l'on  compare  l'équation  (i)  avec  l'équation 


a[\  —  c") 


V   •> 


I  -4-  e  ces  (6  —  a  ) 

qui  est  celle  des  sections  coniques  en  coordonnées  polaires, 
le  pôle  étant  au  loyer,  comme  celte  dernière  peut  s'écrire 

r  -f-  re  rosô  cos a  -f-  re sin ô  sin a  —-  a{\  —  ^' ) , 
OU  bien 
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on  en  déduit 


Il  n} 


11  suit  de  là  que  i'aîre  de  la  projection  est 


et  celle  de  la  section  même 


3 


Le  cône  oblique  détaché  a  donc  pour  expression 

^     [/^»(H-/J2)_/,2■|T 
Cette  quantité  devant  être  constante,  on  peut  la  faire  égale  à 

7  2 

-~  a}^  et  la  question  se  ramène  alors  à  chercher  Tenveloppe 

du  plan 

Ix  -f-  m  y  -^  nz  =/?, 

/,  m,  72,  /^  étant  liés  par  les  relations 

p  ^  rji^  +  /i'  —  I ,     p^  =  a'{i  -f  //^)«»  —  ci^h\ 
On  trouve 

333.  Les  paramètres  x^  y^  z  étant  liés  par  les  relations 

-7  H-  77  -f-  -2  =  I  »       ^-^  -f-  "2/  -+-  ''2  =Pi 

a'  6^^  C* 

on  est  conduit  à  chercher  l'enveloppe  des  plans  représentés 

par  l'équation 

X^       Yr       Z2_ 
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ce  qui  donne,  en  désignant  par  X  et  |ut  deux  coefficients  in- 
déterminés, 

^  z  Z 

et  par  suite, 

^  4-  fx  -4-  /'  —  o 

On  déduit  de  là 

I*  (  Z  —  z)  =.  pz  —  c'  /?, 

et  aussi 

X  —  .r  Y— r  Z  —  3 


(I) 


/?.ï;  —  a'-'/         /^j-  —  b^m        pz  —  c^u 


Soit  h  la  valeur  commune  de  ces   trois  rapports-,   multi- 
pliant les  deux  termes  de  chacun  d'eux  respectivement  par 


X    Y     Z 

■—>  —>  -^9  on  trouve  facilement 
tû     b^     c'2 


X'       Y'        Z^ 

■  —  I 


X  = 


a 


1 


b^  c 


p  —  (/X-f-mY-h  n'L) 


Multipliant  encore  les  deux  termes  de  chacun  des  rap- 
ports ^i)  respectivement  par  /,  ttz,  tz,  on  en  déduira 

/?  — (/X  + /wY-^/zZ) 
""  aH-  -{-  b'^rn'  -f-  c" ii"  —  p^  ' 

d'où  résulte  pour  l'équation  de  l'enveloppe 

x^        j'        z=  {l.x  -\'  my  -\-  nz — /?)' 

334.  X  et  fji  étant  des  multiplicateurs  indéterminés,  les 
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conditions  du  problème  fournissent  les  relations 


(i)  )..r=  p/  -f- 


/ 


p^  —  «' 


> 


m 


n 


(3)  >Z   =   /Z/2   -+-  - 

Des  équations  (i),  (a)  et  (3)  on  tire  T.p  =  ^^  et  aussi 

'  y^-*  —  a*       /?'  —  ù^       p^  —  c' 

Elevant  ces  mêmes  équations  au  carré,  puis  les  ajoutant 
membre  \  membre,  il  vient 


On  déduit  de  là 

^       '^     (p'  —  a^y      [p' -b^y^  (p'  —  c^Y     p 

et  par  suite, 

1  =  —^ 


f*  = 


P[^^—P^)  f'  —  p^ 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  (i),  (2),  (3), 
conduisent  aux  relations 


,2  ^  ci'         p^  —  «2 


r 


2  _  ^2         p^^  b^'* 


z  pn 

/*  —  6»  ~  7^2  —  c» 
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En  les  multipliant  respectivement  par  ^r,  7,  z  et  ajoutant 
les  résultats,  elles  donnent  enfin 

4-         •       .,    4-  -^ r  =-  I. 


r'  —  rt=«         r'  —  6'         H  —  c' 


C'est  l'équation  de  la  surface  de  l'onde  lumineuse  qui  se 
propage  dans  un  milieu  cristallisé.  En  en  retranchant 
membre  à  membre  Tidentité 


.r»  4-  j2  -4-  3» 
=  Il 


/» 


on  trouve 

r^—a^         r'^—b^         r^  —  c^  ~  ^* 

Telle  est  la  forme  donnée  par  Fresnel. 
335.  Les  deux  sphères  ont  pour  équation 

L'équation  d'un  plan  tangent  à  la  première  au  point  (x,, 
7i,  s,)  sera 

(1)  XX,  -4- JJ,  4-  z^i  =  //'. 

Pour  exprimer  que  ce  plan  est  aussi  tangent  à  la  seconde 
au  point  (j^s,  J'^i,  ^2),  on  a  les  relations 

j"2  —  a        x^  —  b        Z2  —  c 

^1       ""      Ji       ~      2i 
d'où  l'on  tire 

j*2 —  rt        ^,  —  b  Zj  —  r: _i_  ^  ^*'  —  (rtjr.  H-  ^^,  4-  cz,) 

X,       """       j',       ~      Z|       ~""~^~  /i»  ' 

par  suite, 

(2)  ûx, -f- 6^^, -f- cz,  —  h{hzhA)» 
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La  question  revient  à  trouver  la  surface  enveloppe  d'un 
plan  dont  Téquation  est  (i),  les  paramètres  Xi^  j  i,  ^,  de- 
vant aatîsfaire  à  Téquation 

(3)  ^]-^j]-hz]~z/i\ 

et  à  la  relation  (2). 

Diflerenlîant  les  équations  (i],  (2),  (3)  par  rapport  aux 
paramètres,  il  vient 

(4)  xdjTy  -h  jdjr^  -\-  zdzi  =z  o, 

(5)  a:,f/j7,  -hjridft  -^  z^dzi=  o, 
(  6  )  a  djTy  -f-  b  dfi  -\-  cdZi  =  o . 

Ajoutons  entre  elles  ces  dernières  équations  après  avoir 
multiplié  la  première  par  X  et  la  seconde  par  p,  X  et  ju  étant 
deux  indéterminées,  puis  égalons  à  zéro  les  multiplicateurs 
des  dilïérentielles  ;  on  trouve  ainsi 

m 

Ces  relations,  multipliées  respectivement  par  x^  j  ,  z  et 
ajoutées,  donneront 

Tirant  fi  de  là,  on  obtient  enfin,  eu  égard  à  la  symétrie  des 
calculs, 

a:  —  Xt  y  — Xi  z  —  z, 


ha  —  [n±k)x,        hb  —  [lizLk)x,        hc  —  [h±k)z, 
Ces  trois  rapports  ont  une  valeur  commune 

a.^  -hj^  -h  z^  —  /'^ 


et  aussi 


/i{aa;  -h  bj  -{-  cz)  —  (//  dz  À) h' 

ax  -\-  by  -\-  cz  —  //(//  =b  /) 

A(rtM-  b^  -\-  c^)  —  h{li±kY 
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Il  en  résulte  l'équation 

=  [a.z  -h  by  -h  cz  —  h[h  ±  /*)]% 

qui  représente  deux  cônes,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

336.   L'équation  du  plan  normal  à  la  courbe  au  point 
(a:,  j ,  z)  est  !a  suivante  : 

X  Y  7 

(i)      a'(6--'— c')  —  -{-  b^[c'  —  a  )-  -\^     {a^^b')  ^  =:o, 

x^jelz  étant  liées  par  les  deux  relations 

(2)  x^  4-  f  -+-  z'  —  r\ 

a^         b-         c? 


T 


Diflerentiant  ces  trois  équations  par  rapport  à  or,  j'  et 
il  vient 

X  Y  / 

(4)  a'(b^  —  c^)—^d.v  -ir  b'{c^—  a^)  -^df  -{- c^{a^—  b')-^^(lzz=o, 

(5)  xd.T  -{-  ydj  -\~  zdz  r-  G, 
(b)  — —  H 77-  H —  =0. 

En  faisant  usage  des  indéterminées-  X  et  //  comme  dans  le 
numéro  précédent,  on  trouve 

X  X 

^  ^  x^  ^  a^  ^ 

Y  r 

Z  z 

c»(rt'— ^')  -  -\-\z  +  Pt  —  —  o. 

z'  '      «2 

Multiplions  respectivement  par  a:,  j,  z  ces  dernières  équa- 
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lions,  et  ajoutons  les  résultats,  il  vient 

)./•*  -4-  ^  :=  O, 

et  par  suite 

■*  -  X  /-  -  «'    '  •>  --  X  r'  -  6»  *'    '  -  T  Tn:?^* 

D'ailleurs,  de  la  combinaison  des  équations  (2)  et  (3)  on 
déduit 

"' (i  -  7>) -^•^' (f.  -  ;?^) -^  ^' (?  -  r»)  =  °' 

et  en  substituant  à  x^j'^  z  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
précédentes,  on  arrive  a  un  résultat  de  la  forme 

xx"^     lYY     fzy 

Celte  équation  homogène  par  rapport  aux  -variables 
représente  une  surface  conique,  résultat  facile  à  prévoir 
puisque  tous  les  plans  normaux  passent  par  le  x^entre  de  la 
sphère. 


337. 


341. 


3/fr2. 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


CALCUL   INTÉGRAL. 


QUESTIONS. 


§  I.  —  Intégration  par  substitution. 

xdx 


Â 


(a*^jc*y 


a^  -I-  x' 


338.        .    . 


339.     -/ ^ ^, 


340. 


a  -h  bx  -f-  cx^ 
dx 


[a  -f-  bx±ca^y 

[ax  -f-  b).dx 

--.  • 

x^  -\-  px  -\-  q 


343.      ]  i-î-^^i  ax. 

I  X 


3w.      /  (fl:z.f!& 


345.        f  (^±_f!)ll-, 
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346.     /  Sf±fy_  a.. 


3W. 


348. 


3V9. 


350. 


cL 


351. 


J 

J 


{a  4-  bx^y 

■  • 
.r'(i  —jc'y 

d.r 


[a-'  —  x^y 

352.        C{a' —  x^-y  dx. 


353. 


351i^. 


355. 


x[fi  -H  6 .7-  -+-  CT'  y 

dx 


[a  -\-  bx  -h  cx^y 
xdx 


3S6.     rff!£: 


357. 


/t 


dx 

T 

dx 


c' 

358. 


359. 


J  sin'jTcos'j; 


360. 


361. 


362. 


363. 


36^. 
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cosa? 
dx 


a-^  h  cosjc 
d.r 


a  cos'.r  4-  h  sifi'x 
dx 


I  +  cos'j: 

sinj:cos'j:</r 
I  H-  a^cos'ar 


365.       f-      '^ 


366. 


/i 


^  tangjr 


367.        /  cos.rcos2j:cos3^tfjî. 

§  II.  —  Intégration  par  parties. 


368.        / -milHf- rfx. 


/*  arc  si 


369 .  / r  ^^•^• 

370.  f  arc  sin  (  — - —  )    dx. 

J  \a-\-x] 

/.     (t. a  —  .^ \  '   , 
X  arc  sm  I  — y 1    dx. 


371. 


372.        /  arc  tangx  dx. 


!■■ 


-^     œ' 


373.         I 1  arc  tangx  r/or. 


-iS.'î  CALCDL    INTÉGRAI. 


f  ï 

xdx. 


374.  / r  djT. 

/^^arrtaii 

378, 


S  III.  —  Intégration  par  les  fractions  rationnelles, 

? w ^^ 1 \  5      /'<''• 

(.r  — fl,)  (j:~a,).  .  .(x—a„) 

378.       rifl±^^±6x+2  ^. 


379. 
380. 
381. 


383. 


384. 


386. 
387. 
388. 
389 


!:• 


x^dx 


jx-(.r_i)» 

/x'^da 
.r*  -f-  j:» 

382.       r-=*::L-tf^  rf.. 


ix 
-  a 


J  z*  +  X* 


dx 


■--  » 


-f-  2  j:*  -f-  2.r'  -h  Jt'  -h  1 


385.       T-lfl^^^IZ^liî^, 

/  I  4-  -t*  ' 


r  dx 

/x^dx 

/dx 
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S  IV.  —  Expressions  qu'on  intègre  en  les  rendant 

rationnelles. 


J  x[a-\-  ba-y 

/dx 
i- 
x[^bx  —  a)* 

/d.r 

/  vt'  (  «  -h  jr  )  '  dx^ 


394 

'dx 


395 


J   (« 


hx) 


396. 


397. 


i  (a  -h  hxy  X  dx, 

n     x^dx 
J  {a-^bxY 

398.        I  {a  -\-xfxdx 
I  {a  -{-  xY  x^dx. 


399. 


400. 


401. 


/'    .r®  dx 
(l  +  x'f 

/ 2* 
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402, 


403 


404.        '      "^^^ 


{a-{-bx^y 

«^05.        /  -^  dx. 

J    i-h  x^ 

4-06.         ^  "^"^ 


1  -h  x)  (i-h  xy 


408 


409. 


■      f—^ r- 

J  {i -^  X')  (i  —  x^y 

r        dx 
.      I _. 


410 


411 


412. 


dx 


(i  H-.r)  (i  4- x  — x*)' 


4-  j:)  (i  —  J7  —  ^2J2 


■h 

j  ^\x-^{i^x^y^ 


414.         /  X  Lr  4-  (i  4-  x^y  \    dx]      m  et  n  entiers. 
X  est  une  fonction  rationnelle  de  a:  et  de  (ï  4-  x^V, 


415.        j^Jl^^ 

416.    f^i±f:l±. 


QUESTIONS.  2.17 

• 

I 


; 


417 


clr 


418. 


(1  H-a«)[;i  -hx' 


h  ^^^]^-A 


419.       / r- 


420 


y.T 


fl.T 


421. 


A*")  (2^'"  —  I)- 
I 

X    ^  dx 


m 


(l  —  X^)  (2.x'"  —  l) 


5  ui 


422. 


§  V.  —  Intégration  par  réductions  successives, 
dx 


J{^' 


r 


424.  J  («'  —  x2)^r/j';     .^  impair, 

425.  / 7. 

426. 


427. 


/•      x"dx 
{a-hbxf 


Frenet.  —  Recueil,  ^7 
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428.     r 


-f-  bjr) 


429. 


430. 


^     (a  -^  bx  ,^ 

r       .7"(ix 


J  [a  -f-  bx  -f-  cx'^y 

431.  /  ^ •  n  entier  positif, 

J  \^a  ~f-  b  cos.r)"  ' 

^  VI.  —  Intégrales  définies, 

432.  Si  la  lonclion  Ffa*,})  ne  change  pas  quand  on  y 
remplace  x  par  7  et  7   par  :r,  on  a 

(Ix  r  '         dx 

r_  2 


433.  Démontrer  la  relation 
en  supposant  qu'on  a 

'^\^[x)]=X. 

434.  Trouver  la  règle  de  la  dillérentiation  sous  le  signe  / 

dans  le  cas  où  les  limites  sont  variables,  en  le  ramenant  au 
cas  où  elles  sont  constantes. 


435 


U  Z=    I dx, 

Jo  *«o^ 


436.  ..  rMi±^,,^. 
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438.      «—    / ^^dx. 


7C 

439.     w  = 


w  =  /     log(sin.r)  cix.     (Ei)LER.) 


JC^  \QÇixdx 
0    ('-■^')' 


440.     «  = 


I     a.r. 

Q     I  -f-  cos'.c 


442 


/»7r 
443.       u  zzz    I      log(l  —  2«C0S:ï:  -i-  a})dx,       (PoiSSON.) 
»  o 


^^^—dx.        (EULER.) 

445.       U:=r:^    \      ^^ dx,       (EuLER.) 


n-l         1 


446.  Démontrer  la  relation 
/2  désignant  un  nombre  entier  positif. 

0 

448.  Réduire  aux  fonctions  euléricnncs  de  seconde  es- 
pèce l'expression 


X 


r  /  7  ^    ^/        '''•''•        (AbEL.) 
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4W 


J/»oo         • 
\      X  sin  Q.  X 
d.T,     (Laplace.) 


r°°  sin«.r  (Lr 
450       «=  /       — ; —'       (  Laplace.) 

*ol.      // =  f       r  ; -;      a<^i. 

Jo      I  +  ^     I  —  7.  a  cos  bx  -^  a^^ 

(Legendhe.) 

C'^  X  d.r                sinbx 
452.      u  —  /       ' — :  — 

(Legendre.) 

,  /^^  cos  bx  tir 

45J.     «  =:  ; -;      Rentier,  a<'i. 

Jq     I  —  lacosx  -\-  a^^ 

(Euleh.) 
'      e    V       '^*J(/.ï\     (Laplace.) 

0 


*00 


455.     n  ==  I      e"***^  cos  ibx  d.r, 

Jo 

n  sin'"xdx 

4Db.     Il  =  I —  -,      «  <;  I ,      n  entier. 

J^     (i  —  2acos.r  4- a^)" 

(Poisson.) 

Jo  \  '^1  ^''-^^Jo         \  '^V 

Valeur  du  premier  membre  pour  m  entier  positif. 

(Stcrm,  Cours  (V Analyse). 

458.     /^«  /       (r-'\lx 


«/o 


1 


__r/z/        77        \«-'        «2/2        /       9./?        y-'         3/Z___^/        3/7       N""'         T' 

Cas  où  //=::=  2.  (SïUiiM,  Couvs  (l'Analjsc). 
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§  VII.  —  Intégration  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

459.  du^=^{à^y -\- x^)dj: -^[a\x -^  b^)djr. 

460.  du  =  (3jrr'—  x']dx~  (i  -i-6j»—  3jr'j)^j. 

461.  du  =  -^^ '^^ 


t  «^  f  .r  —  o,  y  )  d.r  y  dy   . 

462.  du  =  ^ ^-4—  -^     -^  ^ 


463.  du  = ^  -f-  ^- '- — ~  df. 


I 


464.  du  =  -^ -— dx  -f-  -^ — df, 

.7:^  -+-  J^  ./;'  -f  j  2 

465.  du  zi:i  [2.T  cosj  —  j^  sinx) de  -h  [  o.j  coso?  —  r'  sinj )  dj\ 

r^dx  xydr 


466.  </« 


(•^+j)'(>M-  2.rj]»  (j^+j)'(rM-  20:7)' 


,  -^      ,  ydx  xdy  xydz 

467.   du^  -^  '  ^      ■         ^ 


rt  —  z        a  —  3        {a  —  zY 

468.  du=z[y  ^  z]d.r  ~\-  (^z-h  x)dj  -+-  [x  -{-j)dz. 

1  ^^      ,  adx        bdy        by — ax  , 

469.  d^=^ ^  -f-  -^ dz. 

z  z  z^ 

,^^      ,  Y^e'dx  xye*dy  xe*dz 

470.  du  =  ^ ^ ^  + -. 


(x'  +  y'Y        (.r'+j')'        i^'  +  x'Y 


f. l-\dz. 


XJ  ^  \X^  -h  Z^         XjrJ 


471.   duz=zzl \dx-\- 

\x'j       x^-\-z*j 

472.  duJ-i-^^2l±ft\.JySf±Âl^^\, 

^  L  "^  or  -f-  3  J  -f-  3  J       * 
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On  rcprésenle  par  a*  la  quantilé 

z  -^  y 
2x  — y  -h  z 

§  VIII.   —   Qttacfi'afure  des  courbes  planes, 

473.  Tractoire  (ii**  272). 

474.  Cissoïde  (n*^  268). 

475.  Chaînelle  (n°'27l). 
47(î.  Développée  de  l'ellipcc. 

477.  Lemniscate  (u°  275). 

478.  ^'  cosiB  =  I. 

Exprimer  /  et  0  eu  fonction  de  l'aire  obtenue,  cette  aire 
étant  supposée  nulle  pour  ^  =  o. 

479.  r=i  a  co^Q  -\-  h-,      a^b. 

480.  Conchoïde  (n°  263). 

481.  Épicycloïde  (n°234). 

482.  x^-\-y*—  ax^x^z  o. 

483.  y^-h  x^ —  axy  =  o.  [FoJimn  de  Descartes.) 

§  IX.   —  Reclijicalion  des  courbes, 

484  x'^-hi'z=a^  (n°232). 

485.  Chaînette  (n**  475). 

486.  Tractoire  (n°  473). 

487.  Cissoïde  (n°  474). 

488.  Développée  de  Tellipse  (n°  476). 

489 .  Épicycloïde  (  n°  4  8 1  ) . 

490.  Loxodromie.  Cette  courbe  a  pour  équations 

I     t    .        »\2/     /iarclang2^  — /iarctang^\ 

[x^  +  y^y[e  '-\-e  ^\~ia, 

a'-hj-^H-  z'^  —  a^, 

491.  Soient  OMi,  OM2  les  arcs  de  deux  courbes  ayant 


Qt' EST  IONS.  2().) 

une  tangente  commune  à  T origine  O  et  leurs  tangentes 
aux  points  correspondants  quelconques  Mj  (a?! ,  j^)  cl 
Mj(a:2,  j)  s)  parallèles  entre  elles.  OjM  --  s  étant  l'arc  d'une 
troisième  courbe  dont  un  point  quelconque  jM  est  déter- 
miné par  les  équations 

u  aura,  ^i  et  s^  désignant  les  deux  premiers  arcs, 

[92.  Deux  rayons  vecteurs  /■  et  /  j  de  la  lemniscate  (n°  477) 
it  liés  par  la  relation 


pr< 
l'ai 


(4 


r,  -  : 


a*  -h  r' 


'er  que  l'arc  sous- tendu  par  le  rayon  r^  est  dou1)lc  de 
;ous-tendu  par  le  rayon  /'. 

!.  Deux  courbes  étant  repiésentées  par  les  équations 


2 


/■■*r:3  r^"*  ces-  e, 
o 

a'  :—  r^ cos 1 0  , 

Iver  que  la  longueur  totale  de  la  première  est  égale  à 
fois  la  dîirérence  entre  l'arc  infini  de. la  seconde  et  son 

iptote.  L'arc  de  la  seconde  courbe  et  son  asymptote 
imencenl  à  l'axe  polaire.  (W.  Roberts.) 


§  X.  —  Cubatuve. 

4-94-.  Volume  engendré  parla  cliaînette  (n*'  485)  tournant 
[autour  de  l'axe  des  y. 

495.  Volume  engendré  par  la  cissoïdc  (n°  487)  tournant 
autour  de  son  asymptote. 

496.  Volume  engendré  par  la  concboïde  (n^  480)  tournant 
autour  de  son  asymptote. 
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497.  Volume  engendré  par  la  révolution  d'une  section 
conique  autour  de  son  axe  focal. 

498.  Paraboloïde  elliptique. 

499.  C- z^  =  y' {a' ^  ^').  (n"  312.) 

500.  z=:xyr- 

501.  Volume  commun  à  deux  cylindres  droits  égaux 
dont  les  axes  se  coup<?nt  rcctangulairement  (n°  509). 

502.  Trouver  la  portion  de  sphère  comprise  dans  un 
cylindre  droit  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  la  splière. 

503.  On  donne  une  sphère  de  rayon  a  dont  le  centre  est 
à  Torigine  des  axes  et  un  cylindre  droit  qui  a  pour  base 
la  courbe  c  représentée  dans  le  plan  xy  par  l'équation 
i^  =z  a  cos/i9,  i^  étant  le  rayon  vecteur;  trouver  le  volume 
commun  à  la  sphère  et  au  cylindre  (n°  510). 

504.  Volume  commun  au  paraboloïde  et  au  cylindre  qui 
ont  pour  équations 

j' -h  3- =  .|«.r,      .r' -h  j' ^:^  2«.r. 

505.  Les  axes  de  deux  cylindres  droits  égaux  se  coupent 
en  faisant  un  angle  oc  ;  évaluer  le  volume  commun  à  ces 
deux  solides. 

506.  Un  plan  passe  par  le  centre  de  base  d'un  cylindre 
iroit  en  faisant  avec  cette  base  l'angle  a  ;  évaluer  les  vo- 
umes  des  deux  portions  de  cylindre  ainsi  obtenues  (n°5I3/ 

§  XI.  —  Ouadrature  des  surfaces  courbes, 

507.  Surface  engendrée  par  la  cycloïde  lournant  autour 
de  sa  base. 
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508.  Surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  Iractoire 
(11"  kS6)  tournant  autour  de  Taxe  des  x\ 

509.  Les  données  étant  celles  du  n*^  501,  évaluer  la  por- 
tion de  surface  de  l'un  des  cylindres  comprise  dansTautre. 

510.  Les  données  étant  celles  du  u"  503,  trouver  l'aire 
de  la  portion  de  surface  spliérique  comprise  dans  le  cylindre. 

511.  Evaluer  Taire  de  la  surface  dont  l'équation  est 

512.  Les  surfaces  A  et  B  ayant  pour  équations 

(B)  y^{a^-\-x^)=.z''{b^  —  x^), 

trouver  la  portion   de   Taire  de  A  comprise  dans  le   cy- 
lindre B  et  entre  deux  plans  menés  par  Taxe  des  z, 

513.  Les  données  étant  celles  du  n^  506,  évalucf  les  sur- 
faces des  deux  portions  du  cylindre. 

§  XIL    —    Changement  rie  variables  sous  le  signe 

d'intégration. 

514-.   Etant  données  les  relations 
transformer  l'intégrale 


// 


en  une  autre  où  les  variables  soient  11  et  r. 
515.   Etant  données  les  relations 
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traiisforoier  l'intégrale 

/•  r 


//• 


en  une  autre  où  les  variables  soient  /•  et  ô. 
516.  Etant  données  les  relations 

JC--  /'cosO,     j-=r/-sin0sin<j»5     z  =r  Asinô  cosy, 
Iransfornier  l'intégrale 


/// 


y  dxdydz 


en  une  autre  où  les  variables  soient  r,  ô  et  9. 

517.  z  étant  une   fonction   de  x  et  y  déterminée  par 
l'équation 


x^       y"^        z* 


a^        b"^        c' 


transformer  l'intégrale 


fj'dxdy  ( 


I  -\ 1 \ 


en  une  autre  où  les  variables  soient  Q  et  cp,  sachant  qu'on  a 

x=zasïxiB  cos^,     jr  =zbûnB  sin^. 

S  XIU.  —  Équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

518.    -; «r  =  x*. 

dx 

cP  Y  dy  X 

dx^  dx         -^        (^i^x)- 

'dx^~~'^^^d'  "^  '^V~sin/2jr. 
^^'     ^]?  "*"  '^'^  ~  cosma:.     Cas  où  m  =  //. 
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523.     14  H-  5  V^  -h  6r  =  sin /Tt.r. 

525.  -7-^ rt*  r  =  :r,^. 

d*Y  d^  y 

526.  -7-; — h  2a'  — -V  -f-  rt<r  =  cosr. 

dx^  d.t^ 

rfx*  .Ya:'  r/-t3  r/r'  dx        '    ^ 

«->/^      ^^r       d'^y      fh' 

528.     74  +  -74-T-+'2r  =  ^'- 

ac'  d-r-  dx 


S  XIV.  —  Equations  linéaires  à  coefficients  variables. 


520.        (l  —  a')  y-  4-  ^J  -:  a.r. 

530.  (  I  +  ^'  f  ^  -4-  /o'  =:=--  ^/  (  I  -4-  X^) 

531.  ^+     ''•»'  '-^-•'^ 


r/j:         I  —  x^         (i  —  x)- 

532.       (i  —  x'Y  %  -  ny  =::  .r(i—  .rM^ 
^  '     dx  ^    .         ^  ' 

d^  Y  dy 

dx^  dx       ^ 

534.       :r'ÇZ:^.3.r^-+-j 


^J7'  r/./:  (i  —  xY 

d^  Y  d^ Y 

535.       (l-Hx)»-4  4-(l+.r)»^^ 


r/x^  ^x 


.2 


+  3(.-4-..)-^-8^=. 


(i  +.*•) 
536.     x.g-3.r'g:+7.:^._8^=.-,(.r). 


3 


e/^^  dx^         '      ^/x 
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^/.r^  .r  r/.r  *^ 

538.       -— —  H ; h  f  /^' I  r  rzr  o. 

539.     ^'*4^-cM  =o. 

541.       :r"  —-4   —  cV  =r  o. 


§  XV.  —  Equations  dljjérentielles  non  lincairos. 
542.      ady  H-  j'<yj7  n^ 


J*^JC 


I  —  .r^ 
544.      (ly  (iy —  hy'^dx^=icxd.T, 

645.      xy'^dy  -\- y^dx  nr ^  . 


<7  >^    .  h 


vit*  ,  ff}^,  u 

546.     ydy =—  dx  =z  —  dx. 


x^  -3 


547.  rfx  —  '^y  dy  =  x^y^dy, 

548 .  X  d.v  -\-ydyz=:  rny  dx . 

549.  y^dy  -\-  3y^xdx  -\-  ix^dx  r=  o. 

_  2 

550.  ^y  dy  —  j' dx  =  {x  -\-  yy e     -^  dx. 

551.  x^dy  —  x^y  dx  -j- y^ dx  —  xy^ dy  z=:  o. 


552.      r^l^\dx-h^  (-  )  dy=:ax"'(xdy  —ydx). 


553.  (/2  +  <2,  .r -f- «2  j)  (.r^^  —  ydx) 

z=  [b  -\-  b^x  -^  b^y)  dy  —  {c-\-  c^x  -\-  c^y)  dx, 

(Jacobi.) 

554.  dy  -\-  y^dx  =2  x    ^  dx. 
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555.  dy  —  y'^dx  =  2.r    ^  dx. 

556.  a  y  dx  -{-  bxdy  -h  ■^"'"^  "(^J"  dx  -\-  ex  dy)  zzz  o, 

557.    (7  —  ./:)  (1  -hx'ydy~fi{x  -^y^fdx. 


558. 


\dx) 


-h  [x^y  -+-  x^y^  -h  xy^)  j- 


x^y^ 


—  x^r^  =  o. 


559.       («'-x')(^V+frx(a»-a:n('$lV-^-6x=: 

560.  [,_j;(...,.,](|)'-¥g*i;=o. 
56,.  ,_,g=„[,.,(èyf. 


562.     r    iH- 


dy_ 
dx' 


i\  2 


/ 


dy 


""{""^^dc^' 


dy        dy^ 


563.      y  =:  X  -{-  X  ~ h 


dx        dx^ 


564.       (4x'  — «M  (  l^y_4.rj'^  4.^2__fl2  — o, 

fi.r  I  dx 


565.     r 


-[ 


dx 


cly^ 
dx"" 


566. 


dy"" 


a.r^  dx  dx^ 


--=:  O 


567.     o.-'  -j-r  =    J  —  "^  -7- 

a.r;2  \  dx 


(LlOUVILLE.) 


dy   d^  y  dy 

568.     x^  —, — r ^  -. — ^-  y  =^  o. 


dx   dx^ 


dx 
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/ 


(«'  +  x')' 


3 


(rt2  — ^') 


I 


t 


572.      1+ -f^  +.r-f- — ^  —  ^--4(  i-h         ^ 


r/j:'  d.7c  dx^  clx*  \  dx 

d^  Y  -  dv 

573.     o}-AW  -t-  •^')'  -1-  «'-r-  =  •^^ 


I 


§  XVI.  —  Solutions  singulières  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre. 

577.  ,._.^.,-|+(i  +  .')g-.^o. 

578.  ,,-^(,._..)|-.(„_.)g=o. 

580.  (.H-g)y-..(..H-,-|)=.o. 

581 .  3  -f;  —  or«  -/  4-  2x' r  =  o. 

dx^  dx  "^ 
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582.  [à'—  x' 1  --,  H-  2X)  -r  +  j:'"  o. 

^  '  djc^    .  dx 

583.  Les  équations 

j-' z  1 IX  -\  \     et    ,r' -I-  x'z=  G 
satisfont  à  Téquation  diflerentîelle 

dv^  dy 

ces  intégrales  sont-elles  singulières  ou  particulières? 

dr'^  dy 

584.  xj'  ^,  _  j3  -jl  H-  a» j:  =  o. 

a.r'  ax 

585.  :r^^ 3./')'  -^  +  2r'-f-  x'rz:  o. 

586.  ^;-t,4r+..^o. 

d-jc^  dx 

d)^  dy 

587.       (2.r>'  — .r»)—  —  2^7^  4-  2xr  — yr=:0. 

§  XVII.  —  Equations  différentielles  simultanées • 

dx 

588.     -; — \-  Ax  ~\-  3  r  =  t, 
dt       ^  ./         ' 

1-4- 3r-   X  ^c». 

590.     — — h  ^  r  -f-  C3  =0, 
dt         *^ 

— h  a  X  +  c  z  =  o, 

-7-  -f-  a"x  -\-  h" Y  =  O. 

dt  ''  . 
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d'^X 
691 .      -—  rrr  ay  -{-  bx  -h  c, 

d'y 

-^  =a'x-hb'.v-\^c\ 

592.     -—  —  2--— 2-—  +  r  =  cosaf, 

dt^  dt  dt 

d'^X  '^y         dx        ^  ^ 

oyo.     r  -r-r  -f-  2  — — -  +  /w  sm  ô  =  o, 
dO  dt   dt 

d^r  r/9' 

-jTT  —  /'-t::  —  wcosô  =:  o. 
d(i^  do 


^  dx 

59*.      a- — h  (c— 6)^-z  1=  o, 


'l+<«- 

-  c)  2X  ,    _  0, 

«S-c- 

«)^J          0. 

r/^2           dx  ' 

dH 

de 

^R 

"   dz  ' 

595. 

r,  j'",  z  sont  des  fonctions  de  t^  et  R  est  une  fonction  de 

§  XVIII.  —  Équations  linéaires  aux  déiwécs  partielles 

du  premier  ordre. 


dz  dz        x'^ 


dx         ()x       j 


dx       dx       -^  H-  X 

dz  dz 

\-  X  — 

dx  dx 


598.     X  "- \-  X  -T-  ■-—  3. 


599.      ---+--=:    - 
X  Ox       X  àx        X^ 
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600.  X- \-jr--=z  — . 

Pt\t  s^^  >^^ 

601.  y~ .rj»  —-  =  axz 

or  Ôc 

/»/v'%       àz  âz 

602.  ^ rt  -;—  =  ff**  cospr^ 

de  ôy 

603.  -r--i-63--f-c-r--=  xrz. 
(7a:  ôy  oz 

605.  sccjc  - — \-  a--  =zz cot r. 

c'a:         ôy 

606.  (y  —  Ô3)  ^ [x  —  az)  -r-  z=z  bx  —  ^> 

'  ôx  '  ôf 

r»^^  àz  dz  .r» 

607*       :r'—  -hy—  =  —' 
OX  ÔX         X 

608.     ^^  -^X^  z=2xr(a^—  z^y. 
OX         Ox 

ôx  ^   '   (^z 

^.^  ()«  du  Ou  .TY 

blO.      ^-^ HT hz-r-  =  û"H —' 

ox  dX  àz  z 

ifàà        /  X  àu        ,  ^  du 

611.       (r  +  ^H-  «)-^: h  (s  -i-tt  4-  a:)  — 

or  dX 

/  X  au 

-f-  (  i£  -i-  a?  -f-  j  )  ---  r=  J7  +  j^  -t-  z. 


S  XIX.  —  Equations  non  linéaires  aux  rlérwécs  par- 
tielles du  premier  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes. 


m 

—  z"=z  o. 


Fretcet.  —  Recueil,  lo 
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613.       .r-~  -f.  J--  —  2», 

^. ,  dz  dz  dz  ùz 

"!*•    y^ — ^-^=^^1 — ^» 

(/.r  ôjr  ôx  oy 

^  j  ^  dz  dz  '  dz  dz 

615.  .„^+j,^  +  x,--^.  =  o. 

616.  A^]^='X 

^  '  djc^       dy 

617.  /.(x)/,(r )/.(.)  g  =  |. 

oMo       ^2'       ^^^  àz  dz       , 

djc^      dj'  dx  dy 


620.     5' 


/     dz  dz\    ,  ^2  (^t; 

\    a.r         dj/  dx  dx 


cp  désigne  une  fonction  homogène  du  second  degré. 

p««  ^^'       ^2  dz  (  dz"  \       . 

622.      22— ,  =r  —  _    -—  -f.  2a     4-  ^. 
cÇ;'       do;  d/  \dj^  / 


§  XX.  —  Calcul  des  variations. 
623.  Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  Texpression 

J\\\ H-  ny^    dx, 

62ii-.   Par  deux  points  donnés  A  et  B  faire  passer  une 
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courbe  plane  telle,  que  la  surface  comprise  entre  l*arc  AB, 
les  rayons  de  courbure  extrêmes  et  Tare  de  développée  cor- 
respondant, ait  une  valeur  minimum. 

625.  Trouver  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum 
l'expression 


%Jx^ 


p"ds. 


p  désignant  le  rayon  de  courbure  et  ds  l'élément  de  Tare. 

626.  IVouver  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum 
Texpression 


•^JC„ 


627.  Trouver  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum 
l'expression 

X. 


V  X. 


628-  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface 
d'un  cylindre  quelconque.  Cas  du  cylindre  droit. 

629.  Parmi  toutes  les  courbes  planes  passant  par  deux 
points  fixes,  tournant  autour  du  même  axe  situé  dans  leur 
plan,  et  engendrant  une  aire  de  révolution  donnée,  trouver 
celle  qui  donne  lieu  au  volume  de  révolution  maximum. 

630.  Par  deux  points  donnés  A  et  B  on  abaisse  sur  une 
droite  OX  deux  perpendiculaires  AC,  BD-,  déterminer  un 
arc  de  courbe  AMB,  de  longueur  donnée,  de  manière  que 
l'aire  constante  AMBDC  tournant  autour  de  OX  engendre 
un  volume  maximum  ou  minimum. 

631.  Faire  passer  par  deux  points  donnés  une  courbe 
telle,  que  le  produit  de  l'arc  par  l'aire  comprise  entre  cet 
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arc,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  extrêmes,  soit  un  mini- 


mum. 


632.  Trouver  la  courbe  qui,  passant  par  deux  points 
donnés,  rend  maximum  ou  minimum  l'expression 


X. 


S  désignant  la  longueur  de  Tare. 

633.  Parmi  toutes  les  courbes  de  même  longueur,  trou- 
ver celle  qui,  passant  par  deux  points  donnés,  rend  mini- 
mum l'expression 


t/X 


ds 


9 


tfds 


0  étant  une  fonction  connue  de  Tare  s. 

684-.  Soient  yi^  )',,  . . . ,  ^„  des  fonctions  de  x  indépen- 
dantes entre  elles  ;  toute  fonction  u  de  ces  quantités,  homo- 
gène du  degré  p  par  rapport  à  leurs  dérivées  premières, 

'      udx  maximum  ou  minimum,  est  égale  h  une 

constante  pour  toutes  les  valeurs  de  p  autres  que  Tunilé. 
Vérifier  le  théorème  sur  Téquation 

dx    dx  \  dx 


SOLUTIOMS. 


77 


(«) 


CALCUL  INTÉGRAL 


SOLUTIONS. 


FORMULES    FONDAMENTALES. 

af^dx  z=  —— \-  C,  excepté  pour  «  r=  —  i , 


{b)  I  ^  =  loga:-hC. 


(c)  I  cosxdx  =  sin  j:  -h  C. 


sinx da:  =  —  cos^c  -+-  C. 


/ 

(d)  fsi 

(^)  /  — ^  =  tang;r  -f-  c. 

J  cos'x  '^ 

t  j'\  r        dx  .     .r 

(/ )  / r  =  arc  sm  -  -f  C. 

a 


I       " —  dtX  X 

\S)  I r  =  «""C  cos  — [-  C. 

/  v  r         dx  I  ,    .r 

(0  / r  =  -  arcsec  -  4-  C. 

^  x(ar- —  à}) 
(X)  /  a'rfj:  -  -fL  H- c. 
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A  ces  formules  on  peut  ajouter  les  suivantes,  qui  sont 
d*un  fréquent  usage  : 


(') 


(m) 


(") 


/dr       I  fjr — a\ 

J    (^»rb«»)'  L  "  J 


Nous  désignerons  ordinairement  par  S  Tintégrale  cher- 
chée, abstraction  faite  de  la  constante. 

§  I.  —  Intégration  par  substitution. 


337.     S  r=  -   /  — ^^-^ — ^ — 7  =  -  arc  sin  --  • 

2  fl' 


I  j:' 

338.     S  —  — -  are  tang  —  • 


2a^  ^  a^ 


339.     S  = 


i i _  ~  arcsm  i      __    ^  1 


340.     S^i    A -^^ 

cl/  b  Y       ^ac—  b^ 


7.C  j 


^  -I H- 


4c^ 


On  intègre  au  moyen  des  formules  (A),  (/)  ou  [a)  (for- 
mules fondamentales,  p.  277  et  278),  selon  qu'on  a 

^ac — ^'^  O)     ^cic — ^'<^o,     ou     ^ac — b^=zo. 

Le  dernier  cas  se  tire  aussi  des  deux  autres  par  la  ihéorie 
des  expressions  qui  se  présentent  sous  la  forme-* 
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341.    Szzzc"    ^ 

quand  on  prend  le  signe  4-,  et 

dx 


^ac  -^  h^ 


4' 


--e-r.)T 


quand  on  prend  le  signe  — .  On  intègre  au  moyen  des  for- 
mules (m)  et  {f)'i  p.  277  et  278. 

342,     ._,,."...  .         .>-^p)d.r 


-hpx-h  q 


Cette  expression  s'intègre  au  moyen  du  n**  340  et  de  la  for- 
mule (i),  p.  277. 
Comme  application,  on  trouve 


r 


(i  —  X  cosÔ)  dx 
I  —  IX  CCS  6  H-  .r* 


^ ces  9  -î- 

:=  sinOarc  tang 7—: cos6loc:(i  —  2xcosO  H-  x^V. 

sin  6  ^  ' 

La  décomposition  de  cette  intégrale  en  deux  autres  s'ob- 
tient rapidement,  si  Ton  observe  qu'on  a 

1  =  sin'Ô  -f-  cos*0. 

343.    Si  Ton  multiplie   haut  et  bas  sous  le   signe  par 
\_ 
(i  -h  x)^ ,  il  vient 

)dx 


/(i  -hx)dv 
[i-x^Y 


=  are  sin  x  —  (  i  —  .r'  )  * . 


Remarque.  —  Il  est  souvent  utile  d'opérer  comme  dans 
cet  exemple. 
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3H.     S  =  (x^—  a*y  —  a arcséc  -•      Formule  (/),  p.  277. 

j. 

345.     S=(j:»-f-a»)'  -4-alog j •  Form.(/î)p.278. 

(x'—a^y  -ha 


X  X  ~^~  \  TC^  Ci^\ 

346.     S  =  arc  séc  -  -h  log '■ ^ .  Form.  (m),  p.  278. 

^*^'     ^  "  3(ql.^x  [('*'  "^  ""î^  —  (^  -^  ^r  J .    Rem.  du  n^  343. 

Si  a  =  i,  cette  formule  donne  encore  Tintégrale  deman- 
dée, comme  on  le  voit  par  la  théorie  des  fonctions  qui 

prennent  la  forme 


348.     8  = 


G 


-\'hy        a{a-hbx'y 


/x~^dx 
[x-^-iy 


349.      Sr=     '        "      ^"•"'       -         *'         ''''^' 


350.     S  = - 


a  [a  -\-  bx^'Y 


351.     S  =  - 

1 


I       /* arV/.o:» 


«»v 


r/l  ^' 


en  posant 


[î-(-f)T 


X* =  z. 

2 


La  première  intégrale  se  réduisant  à  —     / — p,  il 
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en  résulte 

1  -»•        r  4. 


a^  .    .r         r 


J\» 


S  =  ~  arc  sin ' (^'  —  •'^') 


352.     S  == 


==-arcsin--l--(a'-x^r      ("^  351). 

2  «2 

1==—    /   1 

Celle  expression  s'inlègre  comme  celle  du  n**  341 . 

dx 


354.     S  = 


/iï'. 


355.     S  = 


x'-^d.r 


■^^bx-'-\rcY 

^^{la  H-  bx) 


T      (n«  350). 


(4«c—  b^)  [a -A-  bx  +  cj;») 


i\» 


356 


•   ^-/^^^[ri:;-(7T^] 


Sous  celle  forme,  on  voil  que  le  second  lerme  de  la  pa- 
renthèse est  la  dérivée  du  premier,  et  comme  la  dérivée 
de  e'  est  e',  on  en  conclut  que  l'expression  sous  le  signe  est 

la  dérivée  du  produit  e'  — — ;• 

1         T"    «4/ 


282 

357.     S 
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C  C-*dx 


358.  S  r=  /  (sec* J7  —  i )  //x  =  tang^  —  . 

359.  Sr=  rf-JL_  +  -rVW-^=- 


2C0t2ar, 


360.    s  = 


361.     S  = 


tang| 


dx 


(rt  H-  ^)  cos* — h  (ûf  —  ^)sin*- 

2  'a 


dx 
cos'- 

2 


o: 


(a  H-  b)-\-{a  —  b)  tang»- 


j: 


En  posant  tang-  =  z,  on  trouve,  pour  a^b^ 


S=- 


I  h 
:  arc  CCS 


a  cosjr 


{a}  —  b^  * 

2 

(a'—  b^y 


a  -\-  b  cosj: 


arc  tang 


a  —  b 


a 


tang 


X  I 


pour  a<^b^ 


[b 


S  = 


lo 


IT 


a)^-i-  [b  —  a)^tang- 


[b^—a'Y         [b 


X 


ayT-  (6  — «)*'tang- 

2 
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Pour  a  =  b^  ces  résultats  prennent  la  forme  -•  En  leur 

appliquant  la  règle  connue,  on  retrouve  l'intégrale  du  nu- 
méro précédent. 


l(^)  '^"^^J  (°* 


362.'    S=(ab)   ^arclang     (-      langjr        (n»  361). 


363.     S  =  -4 arc  tang ( ^^\      ( qo  4.07). 
Ce  résultat  peut  se  déduire  du  précédent. 


364 


•      S  —  --  /  ^  , ^  dx 

a^J  I  +  a'  cos*x 

cosj:         I  , 

H — -  arc  tang(acos.r). 


a^  a^ 


■  -/(. 


365.     S=/( '-^^^. .^U-r 


coSiT  -{-  bsïnx        a^  -\-  b^  j  ^^  -4-  ^* 

— \ax  -f-  b\oQ,[acosx  -f-  ^sinx)!. 

a}  -^  b^^  Dv  /J 


366.     S  r= 


/sinorc^j: 
[^— (6  — a)cos^:r]"^ 


(^-«r 


arc  ces 


t-JL\j  cosxj. 


367.  Au  moyen  des  formules  qui  permettent  de  transfor- 

Jier  en  une  somme  un  produit  de  sinus  et  de  cosinus,  on 

trouve 

I  fsm&x       sin4A*        sin?,^ 
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S  II>  —  Intégration  par  parties. 

368.  S=''"'"'"^+log(i-x'r. 

(i-x')" 

369.  S  =  x  —  (  I  —  jr»)  '  arc  sin.r. 

370.  S  =  (jt'-|-û)arcsin( — î— -)   —{axY. 


I 

-  arc  sm  -     )  n —  / r___ 

i  2  V       a       /         4  /  /,  - 


371.       S^:"^ 

2  2Va//if  1 


2 

^*  .     I  l7.a  —  x\  =« 

:=  —  arc  sm  - 


2  2  \        a 

^^  .7*  ' 

H arcsin— ^  {^a^  —  x^y . 


la        8 

372.  S  =:  j: arc  tang j:  —  log(i -f- ^'J'. 

373.  S  =  fa: arc  tango:  j  arc  tanga:  —  log  (  i  -h  x^V, 

374.  En  intégrant  deux  fois  par  parties,  on  trouve 

o — —  • 

375.  s  =.  ^"'''*°''(^-^  — 0 . 


S  III.  —  Intégration  par  les  fractions  rationnelles. 
376.     S^'logi'^'f/"-^;. 

3      °(.r— i)(jr  + 2j2 


SOLUTIONS.  a85 

377.     S=, "-'"g^-^-^-j , 

rt''log(.r— «„) 


(«II—  «1)  (û«—  rta).  .  .(««—  a„«,) 


378.  s=logi^±il-^ 

(^-f-2)^  "^ 

379.  Sz=— ^  -^log(x+i). 


380.  Si  Ton  a  généralement 

F(x)        (p(^)(x  — fl)« 


A  A,  A„_,  T}»(.r) 

.  •  .  H 1 : — r> 


/et  F  désignant  des  fonctions  qui  n'ont  pas  de  facteurs  com- 
muns et  9(0:)  n'étant  pas  divisible  par  x  —  a,  il  est  aisé  de 

démontrer  que  Ap  est  égal  à  ce  que  devient • 

quand  on  y  remplace  x  par  a.  En  s*appuyant  sur  cette  pro- 
position, on  trouve,  pour  n  pair, 


+  7 r-  H- 


n(n  H-  i)  r    ï  I  "1 

1.2       L-x  (i  — -^f^J 

4-  -^^ 4 ^ -  -^ ï 

1.2... (72  —  1)  \X  I  — Xj 


286  CALCI3L    INTÉGRAL. 

par  suite 

s^  ^  r   ' '  1 .  ^^  r   '      'Il 

/î(w  -f-  l)  (/î  -f-   2).  .  J/ï  -î-  (W  2)1,  .T 

I.23...(«  —  l)  I  —  J? 

Pour  n  impair,  on  obtiendrait  un  résultat  analogue. 


I 


I        .37  — —  12  1^ 

381.      S  =  ^  log  ' h  -^  arc  tang  ~  • 

2 

382-      S-|log^J^-arctangx-^^-^^ 
383.     S=:—  og^ ^ ^ — 

90  .r'«  ÔJC 

l3  2^  —  I 

Y  arc  tang 


389 


45.11'  11' 

384.  S  =  7-7-7- — r  -+-  -  arc  tango?  +  7  log -. 

«00       «  5x  —  n  2  25  2.r— I 

385.  S  =  -  ^7-^ ^—- j  arc  tang 


—  log(^'  —  .r  -4-  ï) 


3'  3' 

2 


j:  —  I 


*  T»      '      '*»2  »  «>  ^ 


I    ,       I  4-  2    j:  -f-  .r^  î  2    .r 

—  log T 1-  —  arc  tang-—— 

2  I  —  2^0:  -J-  j:'  2 


387.  s  =  7  log ^  H —  arc  lang^. 

388 .  S  r=  -7  loff ^ arc  tancer, 

4        I  — o^       2  ° 


.      S  =  ^  log ( ■ — -     H- arc  tang 

2  . 6 


I  —  x' 
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§  IV.  —  Expressions  qu'on  intègre  en  les  rendant 

rationnelles. 

.  1  r  (j; iV        3  1 

390.       S==:2(x  — l)'p j— ^H-  g(.r—  l)»-|-.r  L     . 


t  I 


391.       S=:a    Mog^  ^ 


I  I 


[a  -h  ^.r)'  -ha* 
392,      S  =  2a  'arctang     -'      =  2a   'arc ces 


393.      S  =  (.r  —  i)*  -7-^^ h  T  arcccs  (  - 


a: 


394.       Sr'-sC^-l-.rj^l^L—J. L_ i-f-  jj 


2     2  rt  -f-  ^.3: 

395.       S  —  —  7 


(«  -f-  bx) 


2 


» 


396.     S:^    ^     ^,     ^    (— g 


397.    S 


2      3(a-f-  bxY  -^r  6a  (a  +  <^J?)  —  ^\ 


3/5» 


3 


[a  4-  ^x) 


2 


398.     s^3(^_+^M--3«' 


399.     S  =  3(«4-.r)'[^— ^ ^-77-^ 

3a'(a4-.r)  _  oTl 
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fVV» 

^-   •   '  -^  ^   \6       6.4       6.4.2 

-6.4. ^^^^'t-^^^-^"')^]- 

401. 

.r(.r'-3)          3            .     ' 
S  = j arc  sin  x, 

2(1     .T^y     ^ 

402. 

a  -h  1  bx"* 

1' 

403. 

.r(2.r»  +  3) 
b  —                        --3-  . 

3(1  -4- :r^)' 

404. 

s- 

3a{a  -h  bx'Y 

/  ±  1    _i_  ^    _L 

405.      S  =  -7  I   log— I j — h  2  arc  tang 


2'    \        .r«-l-2'a:-''-}-i  I  — a-* 

406.      S  =  2  arc  tang  (i  H- ^)*, 


407.      S  =  2   ^  arc  tang 


9.^  x 


(t  —  x^) 


IL 


I  I 


408.    s=.2-Mogl-^-±::!ll±^. 

409.      S  =  '  log  ^^(^-^-^^'l^+'^C^^^-^^^f 

(bh^  —  aMy  (h -h  kx^f 

pour  (3/  —  6/^  <  o  ; 


t 


c  ï  ,     /  ak—  hh  y 

55  rrr: j-  arc  sm.r  (  — J  —  I    I 

{ahk  -  bhr  ^"^  '^  "^'''^ 

pour  ak  —  ^/z  >  o  ; 
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X 


S  = ^  >      pour  ak  —  bh:=zo, 

k{a-\-  bx^f 


I  I 


4.10.        S  =r  — i-  log ^ ^ 

411,  Eu  posant 


a" a:"  r=:  b^  sec^, 


il  vient 


a  «n 


s  =:  — r  arc  sec 


nb^  \    b^ 


4.1 2 .      S  =  arc  tang '■ • 


2(1  +  .1?  —  x^) 


I 


I 


3  4--^  —  2(1  —  .r  —  .T^Y 

413.     S=3log ^ 


I  H-  a: 


4 14..  Cette  expression  est  rendue  rationnelle  en  posant 
On  tire  en  effet  de  là 

X  z=z ^        dx  1=  -T-. > 


2  Z"  2  3""^' 

(1  +  ^»)"^=: 


.    ___3.n^, 


2  2" 

On  trouve,  comme  application, 


/ 


m 

m 


[±1"  _ 
^^ j^^^  cix  =z  —  ix -{- (i -}- .T^y  j  . 


(1  +  ^')' 


FftENET.  —  Recueil,  iq 
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4-15.  Prenant  les  signes  supérieurs  et  observant  que  la 
différentielle  peut  s'écrire 

h  J^  )  ^JC 


on  est  conduit  à  essayer  la  substitution 


ce  qui  donne 

,  xdy  I 7  î 

et  il  suffit  maintenant  de  poser  7  *  —  2  =  2'  pour  que  l'ex- 
pression sous  le  signe  devienne  rationnelle.  Par  suite 

s  ~  -^  log  ^ , 

Ce  résultat  s'obtiendrait,  comme  on  voit,  par  une  subsli- 
tution  unique, en  posant  tout  d'abord 


9 


et  l'on  aurait  à  faire  usage  des  formules 

x'^-{-\  ^z^-\-  2.        (ix zdz 

où  le  radical  ^Z-z* —  4  est  supposé  précédé  du  signe  ±:. 
Si  Ton  prend  les  signes  inférieurs  dans  la  proposée, 

I  .      xsl'?. 

S  =  -TL  arc  sm 


/|.16.  On  est  conduit  à  poser,  comme  dans  le  numéro 
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précédent, 


et  les  formules  (A)  de  ce  numéro  donnent  immédiatement 

I     ,       i/ 1  -f-  x*  -+-  jc  v/2           I  J\-{-x^ 

s  =  — =  log =  arc  tang 


2^/2  *       •^'  2\/2  xy^a 

417.  En  opérant  comme  dans  le  n°  /|.15,  on  trouve 


«  -t-  ô  -      si i  A-  x*-\-  xJt,       a  —  b  J\  -\-.t^ 

S  =  — — log — — T"^^ —  arctang^ 

2^2  *  —  -^  2  ^2  X  ^2 

I1.I8.   La  diflércntielle,  étant  mise  sous  la  forme 

d.r 

X 


renferme  seulement  la  variable  x^  et  sa  différentielle  ;  il  suffit 
donc,  pour  obtenir  une  expression  rationnelle,  de  poser 


x« 


1 


l-t-.rn'        ,_,!. 


d'où  Ton  déduit 


X 

S  =  arc  tang 


[[i-^-a^y-x^y 

En  opérant  comme  on  vient  de  le  faire  sur  rexpressîon 

de 


(i+^'^'JLii  -f-.r'^)''— x'J 


3 


on  trouve 

X 


s  =  arc  tang 


(H- x'/')[(i  +  xVf  —  .r»J 
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iS^19.  On  abaisse  évidemment  au  second  degré  l'irration- 
nelle du  dénominateur  en  faisant  ax* —  i  =  j  *,  et  la  dif- 
férentielle qu'on  obtient  ainsi  s'intègre  comme  celle  du 
n°  4.17  dans  laquelle  elle  est  comprise.  On  est  donc  conduil 
à  égaler  tout  d'abord  Texpression 


^7.X^ —  I  -h 


OX^ 


au  carré  d'une  nouvelle  variable  qu'il  sera  commode,  poui 
simplifier,  de  représenter  par  uyji.  11  en  résulte 


X                                30^  dn 
U  :=  . —  1        dx  r=r  =1==:: 


^2X'^ —  I  U^^U*  —  I 

I  ,       V^2  x^  —  I  H-  .r         I  1/?.  x^  —  I 

4  \/2  .4  ' I  X  -^  -^ 

La  difléreiitielle  proposé;*,   mise  sous  la  forme 

dx 

X 


il   X 


l(^)' 


ne  renferme  que  la  variable  x',  son  carré  et  sa  différen- 
lielle;  on  est  donc  assuré  qu'en  posant  2.1* — i  =  x*2*, 
l'expression  transformée  ne  contiendra  pas  de  radical  dont 
le  degré  soit  plus  grand  que  2.  La  nouvelle  substitution  ne 
diffère  pas  d'ailleurs  de  la  première,  car  zii=zi, 

420.   L'analogie  de  cette  question  avec  la    précédente 
conduit  à  poser 

I  9../?"* 

Sjlx"'  —  I    -f- :  =  ""  =  2  «"", 


d'où  résulte 


__   r     du 
""  J    i  —  u^'" 
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Observons  encore  que,  la  difierentîelle  de  lexpressîon 
proposée  pouvant  s'écrire 


re 

dx 


(  «  —  •^•'") 


1 


j.2m. 


celle  forme  suggère  assez  nalurellement  la  subslilutîon 
2x"' — i  =  x*"*2*'",  qui  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle 
qu*on  vient  d'employer. 

Wl,  En  posant  successivement 

on  trouve 

1 

Z=l —-1 ,       8  =  2    I   — • 

Les  dernières  intégrales  de  ce  paragraphe,  à  partir  du 
n"  415,  ont  été  données  par  Euler,  mais  sans  indiquer  la 
voie  qui  a  pu  le  guider  dans  le  choix  des  substitutions. 

§  V.  —  Intégration  par  réductions  successii^es. 

.  ^/^       «            1                 .r                2  /«  —  Z    \    r      djn 
4.22.      S= ! / • 

2(/2— i)  a*(a'-f-;r')''-'        2(«— i)  à^J  (a'-t-ar')"-' 

r  dx 

Si  71  est  positif  et  entier,  l'intégrale  est  ramenée  à  /  — 

Pour  w  =  4»  on  trouve 

„       I  5  5  X  5.3  .r 


—  • 
.2 


6  «»(a»-4-.r»)»        6.4  a«(a»  +  x»)*        6.4.2  «•(a'-4-.T^) 

5.3     I  x 

7;— 7 :  arc  laDC  -  • 

6.4.2  û'  ^a 

Voo        c  — j I  


/»-! 
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n  et  p  étant  positifs  et  entiers,  l'intégrale  se  réduit  à  l'une 
des  trois  formes 

OÙ  k  désigne  un  nombre -entier  positif. 

Pour  w  =  4î  P=  ^t  on  trouve 

X*  3/  x\ 

^24.     s^"^"^-"'^%-^gl    f(a^-x^f^dx. 

Pour  72  =:  5  , 


» 


6  D.4  0.4. 2 

5.3      .         .    j: 
TT— 7 —  a*  arc  sin  -  • 
0.4.2  « 

1  /* 

r/j? 


Si  n  est  impair,  Tintégrale  se  ramène  à 

r    dx 

I _  -^^  arcsec^r; 

si  72  est  pair,  à 

dx  (x'  — 1)^ 


/; 


—•  «17 


426.    S  = l_L-'  +  'r 


n  —  I        X 


n—\ 


n^l     r  dx  . 


' 
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Pour  71  =  6, 

5        X*  5  3        A*  5.3         jr 


*27.     S  = ^ —  —  — / • 

(2«  -f-  l)  ^  2/î  -+-  I    6     1  \ 

^  ^  J{a-^bxY 

Pour  71  =  3, 

/x'         6    ax^         6.4    o}^      6.4-2  «*\/         ,v    T 
\76        7.5    b^  7.5.3    6'  7.5,3  ^V  ' 

Pour  «  =  4î  é  ==  I, 

\9       9-7  9-7-5 

8.6.4    ,       8.6.4       \ 

9.7,5.3  9.7.5.3         / 


^28 


.     S=:—  r 7—^ /  (a-^-bxY. 


Pour  71  =  3, 


0/3^  I    \  ,        ,:   xi       36», 

\4a'x        2«xV'  ^  «J 


1  I 


8«'         (a-f-^'a:)*+«» 


1^29      g^3x"(€x-h6x)^  3/1      g    jLfl^JL.. 

(3/24-2)6  3/2  H-2  6^  (aH- 6x)* 

Pour  71  =  2, 


1 
ûs^-*(a-{-bx-\-cx^Y       n  —  i  a    /*        x^-^cix 

-hbx-hcx^Y 


n  —  I  a    /• 


2/2  —  I    b    r         x^~^  dx 

T 
-h  6x  -h  cx^Y 


ni  t  C— 
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Pour  n=J,  a  =  i,  b  ==:  c  =  —  i, 

S~—  ^ '-  (8-r»— loar-f-  3i) ^arcsm — 

24  ID 


431.     S== 


5' 
—  b  sin  T 


(n  —  i)  (a* —  6^)  (rt  -h  écosx)"-* 


{2/1  — 3)flr         /• 

/?  —  2  /•  r/.r 

~~    n  —  i)(a*—  ^')j  (a  -f-  bcosjc)'*-^' 

En  faisant  «=  2,  la  dernière  intégrale  disparaît,  et  il  vient 
flx  I 


h 


X  { 7 1 r  arctang 


[(?^:)'-^][ 


{a  -f-  ftcosx)>         (a'—  ^») 

bsïnx  ia 

{a'—b^Y 

S  pourra  donc  s'obtenir  au  moyen  de  cette  dernière  formule 
et  de  celle  du  n°  361. 

On  déduirait  facilement  de  là 


— çu» 

(a  H-  bcosxY 

asinj:  ib 


a  -f-  6cosr        ,    ,       ,,,- 

(a»—  b^) 


arc  tang 


[(jT7)''*"ejJ- 


On  peut  remarquer  que  l'expression  plus  générale 


/ 


f[  co^x]dx 
[a-^  b  cosx)" 


où  Ton  désigne  par  y*  une  fonction  entière  de  degré  p  <C  'h 
se  ramène  à  la  proposée.  Soit,  en  effet, 

a  -\'  b  cosx  =  2; 
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il  en  résulte,  en  faisant  pour  abréger  bh  =  —  a^ 
et,  par  suite, 

1,2.  .  .p.bP  J  z"-P 

§  VI.  —  Intégrales  définies. 
Formules  d^un  usage  fréquent  : 


J/»30  I      /•«  _1 

e-'acT-'dx  =  -  I       e-^"^ dx 
o  "^'o 


(B) 


r(-)  =  2  /      e-'^dx=z7t^ 


(C)  T{n-^\)=znY[n). 

(D)  T{n)v[i—n)—- 9      o</î<i. 


~\-  X  sm  n  Tz 


(F) 


r(«)r(t) 


' dx  —  -  e-«,     a  >  o. 

W2.    «  ==^ 
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Posant  X  =  ~  dans  la  dernière  intégrale,  elle  devient 

J/^^        riz                 n^        d.r 
\     — 1 \"  ^    1     7 \"  '     ^'  ^'  '•  ^' 


^33.  Soit 


f{y)dj; 

0 


il  vient,  en  intégrant  par  parties, 


d^j         f{r)dy=-[xY[x)]\-^j     X  —  dx 

Si  l'on  fait 

?(•*)==  r>      d'où     a:  =  >|i(/), 

la  seconde  intégrale  du  second  membre  prend  la  forme 


?Co) 


Hr)/{r)dx. 


4.31^.  Soit 
une  intégrale  définie  telle  qu'on  ait 

«  =  ?(«),        ^  =  ^Ka). 

A  CCS  limites  on  peut  généralement  en  substituer  d'autres 
quelconques,  p  el  y,  en  posant 

(i)  X  —  a=z (z  —  p) 

S»i  l'on  suppose  les  nouvelles  limites  p  et  q  indépendantes 
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de  a,  le  cliangcmeut  de  variable  donne  ici 


Jd  q—p 


relation  où  Ton  regarde  x  comme  remplacé  par  sa  valeur 
en  z  tirée  de  Téquation  (i).  11  résulte  de  là 


p   ^*  l—p 


dz  H-  )., 


en  faisant,  pour  abréger, 


r^dfdxb-^a    ,         C^  ^,        Jdh        da\      dz 


P 

Revenant  à  la  variable  x,  on  a 


djc  -h'k, 
aa. 


et 


'<'-")=r[ss"-'-^'-"'(â-s)]"- 

Or  on  déduit  de  (i) 

dx        d(i  db 

et  par  suite 


d  où 
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435.    Le  multiplicateur  de  dx  a  x"~*  pour  dérivée  par 
rapport  à  n  \  d'ailleurs 


j:"-'  d.T  z=z  -  : 
n 


si  donc  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
dn  et  si  l'on  intègre,  il  viendra 

/     dn  I     x"-'dcz=  I      —^ dxzziloQn, 

On  aurait  de  la  même  manière 

dj:  =  log  -, 

ce  qui  se  déduit  aussi  immédiatement  du  résultat  qui  pré- 
cède. 

436.  Soit 

^=:tangç; 

u  devient 

/     log(  I  -f-  tang(p)  d<f  z=  I     log 13 L  d^ 

Jo  Jo  COS(p  ^ 


TT  TT 


=  jj  log2  -f-  /     logcos  f  -^  -- (^  j  É?y  —  /     log cosç  </<y. 


8 


On  voit  sans  calcul  que  les  deux  dernières  intégrales  se  dé- 
truisent; donc 

«I=gl0g2. 

437.  Si  Ton  pose 


X 
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et  qu'on  fasse 


3oi 


ti 

X 


il  vient 


Or 


J  a 
h 

I  e-'^z-^dz  =  —  z-'e-*^  —  2  je-  ^*dz; 


et  par  suite 


J  a 


De  même, 


Si  donc  on  fait  croître  h  indéfiniment,  on  a 


Iinî(A  —  B)  =  [b  --  a) 77»  +  \imh\c    '''  —  e    ^'Vî 

et,  la  limite  qui  figure  au  second  membre  étant  nulle,  il 
vient 

U  Z=Z  [fj  a)  TT^. 

ii-SS.  On  trouve,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties, 


(1- 


:îf^f.=(._^^)^-lo.^[r-f-(c-^')^] 


[  I  __(!__  ..^2/^  Jlog.r; 
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et  eu  ayant  égard  aux  limites, 

l/=:log2  —  I. 


[i39,     w  =  lini  —  I  logsin  (---)-+-  lc)gsin ( j  -h.. . 


+  logsin 


=  liin  —  loffl  sm 1  smi  -  -  )  ...sml | 


/i  croissant  indéfiniment. 

On  a  d'ailleurs,  par  le  théorème  de  Cotes, 


z'"  —  1  /  I 


=3      Z'  —  2  Z  CCS  -  TT  -+-  I  I      Z'  —  2  Z  COS 


Z'  —  I  \  // 


-  TT  H-  I    ).  .  . 


X   (  2^  2  Z  COS TT  -I-  I 

ri 


["- 

Pour  2  =  1,  cette  relation  donne 

\/2   2/  \^   f^J  \       ''  2 

et  par  suite 

log/2 —  2(/2  —  l)log2 


2 


=  log    sin  (  i  - 


2  7r\  .     /  w  —  1    TT 

sin  I I  . . .  sin 


[_       \n  1 J    .    \n  1 1  \      n       2 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  —  et 
passant  aux  limites,  il  vient 


TT  I 

w  =  -  loff  - . 
2       '^  2 


ii-W.  Cette  intégrale  se  ramène  immédiatement  à  la  pré- 
cédente en  posant 


X  =.  sinu. 
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M,  L'intégration  par  parties  donne  la  relation 


I 


Px^  \osx  dx              xii  —  .r*)'  , 
/  ^-^  = log-' 


H         /rf..(,_x')'+-    l-h .. 


En  passant  aux  limites  et  tenant  compte  de  l'intégrale  du 
numéro  précédent,  il  vient 

«  —  ^(l  — log2). 

dx 


, , _  r^  xsinxdx  /* '^  .r  sin.rrf 

442.      «  =   I      ; h   /       r 

J       I  +  COS^X        J        I  -+-  cos» 


■—  • 
X 


2 

Faisant  dans  la  seconde  intégrale 

elle  devient 

sixïxdy 


Jo     ïH-cos^r  Jo    ' 


cos'^ 
On  a  donc  simplement 


u=:nl      -— z=  -r 

J        I  -h  CCS»/  4 


us.  L'intégrale  proposée  peut  s'obtenir  de  la  même  ma- 
nière que  celle  du  n°  439,  qu'on  en  tire  d'ailleurs  en  faisant 
ici  a  =  I .  La  question  revient,  en  effet,  à  chercher  la  limite 
de  l'expression 

-   log  I  a*  —  2  a  ces  -  tt  -f-  i  |  -f-  log  f  a'  —  2  /i  ces  -  tt  -f- 1  ) . . . 

+  logf  rt* —  2a  ces TT  -^  I  )  I» 

quand  n  croit  indéfiniment. 
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Or  cette  expression  peut  s'écrire 

—  loff  I  [a*  —  7.  a  cos  -w-hi]  {  a^  —  a  a  cos  -  tt  -+-  i  ) 
«        L\  «  /  \  «  / 

X  («*  —  2  a  cos TT  -f- 1  ]    ; 

cl  comme,  en  vertu  du  théorème  de  Cotes,  la  quantité  com- 
prise entre  les  crochets  est  égale  à 


a'"  —  I 


on  trouve 


u  r=  lim  (  -  lo£' 

Pour  a  <<  I ,  cette  limite  est  zéro. 
Pour  a  }>  I  elle  est  211  loga. 

kkk.  On  a 

r\o^.vdr  1   /   ,    \     riog(i  +  x)r/j: 

J  -^^  =  logxlog(,-^x)-J      ^      ^     '      : 


et  par  suite 


«  =  _  r  Kl'J:^  ^, 

Jo  -^ 


Développant  log(i  +  x)  en  série,  il  vient 

Or,  des  séries  qui  représentent  tangx  dans  les  n°*  14-0  cl 
14.2,  on  tire 

TT^  II  TT*   II 

il  en  résulte  immédiatement 

12 
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kk^.  On  trouve,  au  moyen  de  Tintégration  par  parties, 


Tfr=zl (Ix, 

Jo  •^• 


D*un  autre  côté, 


Jo  ^  '"  Jo  ^  ~"  ^  Jo     ''^'  ^'  ' 


ou  bien 


r'  log(î  —x)dx  __  _        /"  lof?(l  -f-  ^)  ./.r  _  _  TT» 

Jo  ^  ~       Vo  ^  "        ^' 

en  vertu  du  numéro  précédent. 

Cette  intégrale  aurait  pu  s'obtenir  aussi  en  développant 
!og(i  —  x)  en  série. 

On  déduirait  facilement  de  ce  numéro  et  du  précédent 

Jo     ^^^^Jo    ^ï^^)"^Jo     ^"+^""""8' 

/'.J?lo{(.r^.r  I     r^\o<^x^d.x^  7:' 
~r-~?~"4J^       l  —  x'     ~~24* 

446.  Si  Ton  suppose  d'abord  n  pair  et  égal  à  2a,  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  qu'il  faut  établir  renferme  a  —  1 
facteurs  de  la  forme  r(/*)  r(i  —  r),  plus  le  facteur  du  mi 

lieu  r(-|  ^==7r^.  Ce  premier  membre  peut  alors  s'écrire 

[formule  (D),  p.  297] 


1 


.     /I7r\  .     /27r\             .        a  —  ittX 

sm sm . . .  sm 

\<2  2/  \a  1]               \     a      2.) 

Faenet.  —  RecueU,  20 
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D'ailleurs,  on  a  trouvé  (n°  4.39) 

le  produit  considéré  est  donc  bien  égal  à 


n—l  1 


(27r)   «     «    V 

Si  71  est  impair,  le  nombre  des  facteurs  est  pair,  et  en  re- 
courant encore  à  la  théorie  des  équations  binômes,  on  re- 
trouve la  valeur  précédente. 

kkl.  On  tire  de  Téquation 

I       e-^^d.r.  :  -:  -  (  -  )         [formule  (B),  p.  297], 
en  la  diiTérentiaut  n  fois  par  rapport  à  a  et  posant  ensuite 


a=^  1, 


X 


*  ,  ,         ï.3.5. . .  (2/z  —  1)    T 


o 

hk%.  Posant 

X      ___     y 

X  '\-  h        i-\-  h 
l'intégrale  devient 

I  ria)V{b)      --  ,    ,^^  - 

=  ¥ïrTh;'  t(^-T)      ^formule  (F),  p.  297]. 

44.9.  En  dîfférentiant  par  rapport  à  a  Téquation  connue 
[formule  (H),  p.  297], 


X 


il  vient 


°°  cosaxdx       TT 
^         i+or^  2         ' 


TT 

u  =^  -e' 
2 
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450.  En  multipliant  par  da  les  deux  membres  de  la  for- 
mule employée  dans  le  numéro  précédent,  intégrant  entre 
les  limites  o  et  oo  ,  puis  déterminant  la  constante  arbitraire 
de  telle  sorte  que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  a,  on  trouve 

'*51.  On  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que 
lunité, 

(i  —  OM  cosbx  H-  a*)~* 

= (i  +  2a cosbx  -+-  na^cos^bx  -\-  aa?  ces 3 ^j? -4-  ..). 

I  —  à^ 

dx 
Multipliant  par  j  les  deux  membres  de  cette  égalité, 

puis  intégrant  entre  les  limites  o  et  oo  ,  en  tenant  compte 
delà  formiJe  (H),  p.  297,  on  trouve 

ff        I        I  H-  aer^ 
2  I  —  a^   I  —  ae~^ 

4o2.   On  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que 
l'unité  (n°  24), 

fxvib  X 

--:=LS\Tibx  -\-  asysxihx  -\-  à^ûnZbx-^- ,  . .  ; 


I  —  la  cosbx  -\-  a^ 


X  dx 

multipliant  les  deux  mdmbres  par ^>  intégrant  entre 

les  limites  o  et  00  et  ayant  égard  à  l'intégrale  du  n°  449,  il 

vient 

1       ir 


1  é —  a 

453.  En  opérant  comme  dans  le  n®  451  et  observant  qu'on 
a  toujours 

ces  b^x  dx  ■=!  a, 


f     cosbx  ^ 
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tant  que  les  nombres  entiers  b  eX.  b'  sont  différents  l'un  de 
Tautre,  on  trouve 


ri/* 


u  .L^i: 


I  —  a* 
Si  le  nombre  a  surpasse  Tunîté,  on  obtient  la  formule 


TT 

u  : 


k^k.   Diflerentiant  par  rapport  à  a,  il  vient 


Si  Ton  remplace  ~  par  z^  le  second  membre  se  réduit  à 
—  2  u,  ce  qui  donne 

Pour  déterminer  C,  on  fait  a  =  o  dans  les  deux  valeurs  de  u, 
d'où  résulte 


et  par  suite. 


4.55.  On  a  . 


du 
db 


xe-^''*dx, 
0 


En  appliquant  l'intégration  par  parties  au  second  membre, 
on  trouve  qu'il  est  égal  à "7^5  P*^*'  conséquent 


a' 
u  —  Cc""'. 


La  constante  se  détermine  par  l'hypothèse  4  =0,  ce  qui 
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donne 


I 


/      e-^''V.rrr=  —     (formule  B,  p.  297). 
Jo  la      ^ 


4.56.  On  trouve  par  la  dîfrércnliation 


;«) 


du               r  ''  { cos X  —  a]  sin^^.T rîx 
—  =  2/2   I ' 


(Pu         ,     ,  ,    /^'^  (cosor — a)"* hin^" X eU 

=:  ^nin-h  i)  I      / ^,-T — -. 

cia^         ^     '  'J^     (i--2«cosj:-+-r/2)"   » 

(2)       ; 

. 

L'intégration  par  parties  donne  en  outre 

sin"'"*"^.r  dx 


/*'*       cos^r sin'"x dx        2{n-\-i)u,  T'^ 

J^    (1  —  2  «  cus.»;-f- a^ )"■*■'  2  //  -h  I    J^ 


d'où 

c/a  2/2  -i-   I      ^^j      (1  —  2r/COS^~{-  «-)""*"2 


f             sin' 
—  7.na  \     


:t  »rt-t-i 


Si  Ton  élimine  la  première  intégrale  du  second  membre 
entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  (2),  il  viendra 

d^  u        2  n  ^-  I  du 

! —  =  o; 

(ta^  a         lia 

I 

d'où  l'on  déduit  facilement 

a  étant  <C^  i,  c'  doit  être  nul,  sans  quoi  l'intégrale  devrait, 
croître  indéfiniment  quand  on  fait  tendre  indéfiniment  a 
vers  zéro,  ce  qui  ne  peut  avoir  Heu.  La  valeur  de  c  résulte 
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d'ailleurs  de  Thypothèse  a  =  o  qui  donae 

(2/1  Oi^'ï  3)..  .3.1   TT 

2/l(  2/1  —  2).  .  .4.^5  2 


U  =z    I       SI 

•/o 


Sin"*Jr^  rr: 


Si  Ton  suppose  a  >  i ,  on  voit  sans  peine  que  Tintégrale 
s'obtient  en  multipliant  l'expression  précédente  par  a^'". 

ii^57.  Si  l'on  pose 

1 

I      (  I  — *—  )  rfj-,    *—  =  a, 


il  vient 


1 


Ap  =  —   /        I  —  «/»££"      J« 


•    .  /■ 


et,  en  intégrant  par  parties, 


D'ailleurs 


i/o 


/    [i  —  u)P~' u^ du  zzz  Ç  [i  —  uy-"^ i?    \i^{\^u)]du] 
Jo  Jo 


d'où 

[np  -h  i)  I     (i  —  «)''«'*      du  =:np  j     (l  —  uy-Ui"      du, 

et  par  suite 

(«/?  -h  I )  A;,  =  npkp^x  • 

Si  p  =z  m,  on  a  la  relation  proposée.  En  donnant  à  p  toutes 
les  valeurs  entières  depuis  m  jusqu'à  i,  on  trouve 

7?  in  3/2  mn         \ 

k       ^_— — •  •  •  —    rn'^  • 

n  -t-  I   2//  -+-  ï    3/i  -+- 1        tnn  -h  i 
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I I  ï  loujonrs  plus 

petite  que  e"'",  se  rapproche  autant  qu'on  \eut  de  cette 
limite,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  en* 
lier  m.  On  peut  conclure  de  là 

(i)  I      e  '  dx  r:z  hm  I        (  I I  J.r. 

Pour  établir  cette  relation  en  toute  rJgueur,  considérons 
les  trois  intégrales 


1    ^-'Vo::— A. 

/(-S) 

r  (■  -  s: 


dx  --B, 


1 

/fj7  rj=  C, 


OÙ  Ton  suppose  h  <:^  m",  et  par  suite 

OB. 

On  peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour  avoir 
A  =  B-f-ce,  CL  désignant  un  nombre  aussi  près  de  zéro 
qu'on  voudra.  On  peut  également  donner  à  h  une  assez 
grande  valeur  pour  qu'on  ait  aussi 


0 


A-H  e. 


S  étant  du  même  ordre  de  grandeur  que  a.  Il  suit  de  là 

e~^"dx  —  B  est  infiniment 

o 
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[)etîte  pour  m  et  h  infinioienl  grands  ;  il  en  est  à  fortiori  àe 

/••oo 

îiiême  pour  la  différence  positive  I      e^'^dx-  -C,  ce  qui 

*-•  0 

<lémontre  la  relation  (i). 

Cette  relation   devient  intuitive   si  Ion   construit  les 
courbes  données  par  les  équations 


\  m 


En  rapprochant  de  Téquation  (i)  la  valeur  trouvée  pour  A„, 
dans  le  numéro  précédent,  il  vient 

/      vr'"  dx  _-  lim  ( • m"  ) 

./o  \/2-i-  I   2/2  -h  I  m/iH- 1  /«  =  « 

Pour  71=  2,  on  sait  que  le  premier  membre  est  égal  à 

-  r'.  Quant  au  second,  il  se  présente  sous  une  forme  peu 

commode  pour  le  calcul,  mais  il  est  facile  de  le  ramènera 
celle  de  la  formule  de  Wallis  (n°  642)  avec  laquelle  il  pré- 
sente de  l'analogie.  En  posant 


I 


246  im  , 

M  5  7        im-hi 


on  a  c'calcment 


2  4  6  8  2m     \       m* 

Ur  :    I  _  T.  _   _ 


7 


I    357         2  /n  —  I  /  2  /W  H-  I  ' 
d'où 

2244  25m  2m\        m 


f  2  2.  A^  à.  2m  2m     \ 

\i  3  3  5       2m —  i  2m-t-  1/ 


2m-i-  i 
et  par  suite 


j 


1/224  4     \ 


ce  qui  s'accorde  bien  avec  la  formule  de  Wallis. 
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Le  cas  géncral  peut,  se  traiter  d'une  manière  semblable. 
On  a,  en  ehet,  d'après  le  numéro  précédent, 

t 
n  in  mn 


mr^ 


:i    1-  I    li:  -i    I         uiu  -î-  I 


n      9.n  3/7  mn 


m 


X 

n 


I    /?  -f-  !    :>. /j  -,-  I        [m —  i)/z  —  I  mn  ~-    i 


mn      \  "~* 


A"-'==  /  ''  y~'  /  ^^  y-' . .  ( 

*"         \n  ~~  i)        \2rt  -:-  r  /  \nin  -i-  ! 

On  déduit  de  ces  relations 

A"  .--  "-  f  _"-V"  fJ^\  f-^^V~' 

I  \/? -i-  I  /        \n-t-\J    \2n-i-1J 


n-J 

m  "    . 


mn  \  /      mn     x""*      m 


•    »    • 


1 

n 


(m  —  i)n  -\-  i  j  \mn  -f-  1/      /w/i  -f  i 
et  par  suite 

\n  j    [_  I  \7î  -;-  I  /      n  -{- i  \in  -r-  i  I 
§  VII.  —  IntCi^ratioiL  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Lorsque  les  conditions  d'intégrabilité  sont  remplies,  les 
expressions 

o  ;.r,  v)  d.r  -h  'h  (.r ,  j) dy,    f  {.v^x,  z)  dx  +  ^^  {x,jr,  z]  dy  -|-  ^  (^,r,  z)  cTz, 

ont  respectivement  pour  intégrales 

^x  /»^  ir»Z 

/     rsf[x,y,z)dx-^    \      Y,JCi^.y^^]dy -V  \     /(.ro.j)  o,-)^2  H- C. 

•^^0  •\ro  "^^o 

La  première  peut  être  remplacée  par  celle-ci, 

\      •^[''^'.y]dy -\-    f      ^[^r.,y,)dxy 
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et  la  seconde,  en  y  permutant  convenablement  les  variables, 
les  fonctions  et  les  limites  des  intégrales,  en  fournit  cinq 
autres  qui  représentent  chacune  la  même  fonction.  On 
choisit,  selon  les  cas,  Tordre  d'intégration  qui  parait  le 
plus  avantageux.  On  assigne  de  même  à  Xo^  jo-,  ^o  les 
valeurs  qui  donnent  les  résultats  les  plus  simples. 

X* 
4.59.      Il  ^     -r    r-  a^xj^  -f-  L^f  H-  C. 

4 

460.    a—         —  ^—r  — 2r*+c. 

461.     u.=  ^±I^^C. 

y 

4.62.     u  :=  logfjr  —  x] ^ h  c. 

y—  X 
4-63.     i/=:log[xH- (^^  +  7')"^] -f  C. 

4.64.  ur=i  [x^-\-y'^Y  -f-arctang-H-  C. 

4.65.  u  =  j::*COS^  -f-  J^  cosar  -f-  c. 

J. 

466.     u  -=  arc  sin ^- ^--^  H-  C. 

4-67.    /*  -  — --  -f-  C. 

û  —  z 

468.      M  zi=  .r^  -i-  j^2  -f-  ZJT  H-  C. 

469.  «  = -^  C. 

470.  «  =  — ^^^^  -t-  C. 

471.  ttrrriarctang ^-f-C. 

X      xy 

472.  u  .=:  arc  sin  '"^—^  +  i2:!jt_i!l  +  c. 
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§  vin.  —  -  Quadrature  des  coui^bes  planes. 

On  désignera  généralement  par  A  Taire  considérée. 
4.73.  Il  faut  calculer 


/' 


{a>  —  y^Ydy     (n"  352). 


Si  l'on  prend  a  et  o  pour  limites,  cette  expression  se  réduit 
a  —7-  •  Telle  est  donc  la  portion  de  surface  comprise  entre 
la  courbe  et  les  parties  positives  des  axes. 

klk.  L'équation  de  la  courbe  étant 

on  trouve,  en  intégrant  par  parties, 

A  =  —  2x(Qiax  —  ac^y  -H  3  |  {2.ax  —  x^)'^  dx, 

La  portion  de  plan  comprise  entre  T asymptote  et  la  courbe 
est  égale  à  trois  fois  Faire  du  cercle  de  rayon  a. 


475 

2 


2  2 


476.  L'équation  de  la  courbe  étant  (- j    +  (  ?  )    =~  -t 

on  est  conduit  à  une  différentielle  binôme.  Le  calcul  donne 

pour  1  aire  totale. 

On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat  au  moyen  du 
théorème  suivant,  dû  à  M.  Lejeune-Dirichlet.  Soit 

V  =  /  tU  I  dr  I  dz.  .  ,  x'^-'y^-^  3*^-' .... 
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Les  limites  étant  données  par  la  condition  qu'on  ait  toujours 

et  les  quantités  a,  ft,  c,...,  a,  6,  7,.  •••  Pî  9^^  ''vi  *'^^"^ 
positives,  la  fonction  V  aura  pour  valeur 


\        P       Q       ''  I 

Or  Taire  cherchée  A  a  pour  expression  ^  \    ïdx dj^ 
les  limites  des  intégrales  étant  assujetties  à  la  condition 


2_  i. 


^-r         ~I- 


on  a  donc 


A  _9 


4  ~  4      r(4)    ' 

et  comme,  d'après  les  formules  (D)  et  (C),  p.  297, 

r(4].-.....3.    r(|)  =  r(.-.i)  =  i.r(i),    r(i)^v;^. 

ou  retombe  sur  Texpression  déjà  obtenue.  Le  théorème  de 
Lejeune-Dirichlet  se  trouve  dans  le  Tome  IV  du  Journal 
de  Lioui^ille. 

On  peut  remarquer  que  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation 

est  toujours  carrable  quand  n  est  entier  ou  la  moitié  d'un 
nombre  entier. 
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477.  En  employant  les  coordonnées  polaires,  il  vient 

A  r_-  -  a'sin2  0  -T-  C. 
4 

L'aire  totale  est  égale  à  o}, 

478.  A  —  -  /    • =.  jlog -—4. 

2J0  C0S2Ô        4        ^  —  tango 

On  tirera  de  là 

ÎA  —  2A 

e       -  c  ,        *A   ,     -  *A 

e     -f-  6' 

La  courbe  est  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  équa- 
tion, en  coordonnées  rectangulaires, 

jr^  —  J^  =  î  • 

Si  Ton  exprime  aussi  les  coordonnées  x  et  y  eu  fonction 
de  A,  on  trouve 

îA     .        — lA  2A  -SA 

f:     -\-  e  ti     —  c 

X^    ,         y  — • 

2  2 

La  grande  analogie  de  ces  résultats  avec  les  fonnules  con- 
nues 

SA/  — 2Ai  8  Ai  —  2Ai 

C       -\-  e                  .       ^         e       —  c 
COS2A  =:  5       sin2Ar^ . 

2  11 

a  fait  donner  à  Tabscisse  le  nom  de  cosinus  hyperbolique 
de  2  A,  et  à  Tordonnée  celui  de  sinus  hyperbolique  de  la 
même  grandeur,  ce  qui  conduit  à  écrire  généralement  sous 
forme  abrégée 

(H)  • =:Chû,       —  :ir:Sha. 
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Si  Ton  rapproche  de  Thyperbole  considérée  le  cercle  qui  a 
pour  équation 

en  appelant  Ai  le  secteur  circulaire  correspondant  au  même 
angle  9  que  le  secteur  hyperbolique  A,  on  trouve  que  Tab- 
seisse  et  Tordonnée  du  point  déterminé  sur  le  cercle  par  cet 
angle  6  ont  respectivement  pour  valeurs  cosaAi  et  sin2  A,, 
ce  qui  rend  plus  complète  encore  Tanalogie  qu'on  vient  de 
signaler. 

La  considération  des  fonctions  hyperboliques  Shx  et  Cli x 
a  conduit  à  d'autres  définies  par  les  équations 

TFi.r  z=  — -^  =r  -  y    Sécher  =  ~r--  9      Coséchx 


dix       Cothx  Ch.r  Shjc 

De  plus,  à  chaque  fonction  correspond  la  fonction  inverse. 
Par  exemple,  de  l'équation  Sha:  =^1  où  x  est  V argument 
de  la  fonction  Sh,  on  tire  x  =  argShj)^,  et  ainsi  des  autres. 

Le  Tableau  suivant  montre  que  l'analogie  entre  les  fonc- 
tions hyperboliques  et  les  fonctions  trigonométriques  sub- 
siste dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Formules  relatives  aux  fonctions  hyperboliques. 

Chx=z. ,      Th:c=r-— il. 

2  e'-h  e* 

C\ï[ix)  =  ces Xj       Th[ix]  .=:  /  tang.r, 
cos(ix)  =  Ch:c,      tang(/.r)  =  /Thx. 

Chorr^I,  ThOrrrO, 

Choo— 00,  Thoo  —  i. 

Sh  (  —  or)  =  —  Sh^,     Ch(  —  x)  —  Ch:r,     Th(—  ar)  =  —  Thx, 

Ch'a:— Sh«.r=  I. 
Sh{x±y]  -rShorChjdzChjrShj, 
Ch[xzLx]  =  Ch^  Chj  rh  Sha;  Shr, 


Sh.r 

— 

e'      e- 

X 

2 

7 

Sh(ix) 

:  isinxy 

sin(i:F" 

:rr 

i  Shx, 

Sho 

— 

0, 

Shoo 

30, 
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^/Shj7  =  Chxrfj;,      €/Chjî:=:  Sh.r^x,     dThx  =  --: — • 
€'=  ChjT  -f-  Shj:,      (Chjrrh  Shx)"r_  Ch«.r  zh  Sh/i.r 
Shx  r  -  .r  H ^ — -  H o~/~^  -^ 

I.2.J  1.2.C).4'v> 

CIix  z-   I  -I- \- 


1.2         1.2.3.4 

Cb,=  (,.fc!)(,.^)(,  +  i-)...     ,..13»), 


Lies  fonctions  hyperboliques  se  rencontrent  dans  plu- 
sieurs questions.  Lambert  s'en  est  beaucoup  occupé  et 
en  a  le  premier  donné  une  petite  Table;  depuis,  les  tra- 
vaux étendus  de  M.  Gudermann  [Journal  de  Crelle,  t.  VI 
et  suiv.),  et  les  Tables  développées  de  M.  Gronau  (Dantzig, 
i863)  ont  mis  en  lumière  l'importance  et  Futilité  pratique 
de  ces  fonctions.  On  consultera  avec  intérêt  et  profit,  sur 
cette  matière,  Texcellent  Recueil  de  Formules  et  de  Tables 
numériques  publié  en  1866  par  M.  Houël,  V Essai  de 
M.  Laisant  (1874)  et  le  Traité  de  M.  Gûnther  (1881). 

479.  [Pig-  27,  p.  320.)  Pour  avoir  Taire  enfermée  dans 
la  ligne  ODGAHC,  on  intègre  depuis  ô  =  o  jusqu'à  la  pre- 
mière valeur  de  Q  qui  annule  le  rayon  vecteur,  et  l'on  double 
le  résultat.  Soit  a  cette  valeur  fournie  par  l'équation  de  la 
courbe,  «on  trouve 

aire  ODGAHC  ^  -  \[a^-h  26»)a  -f-  3ô(a»—  b^f\ 
On  a  aussi 


320  CALCUL    llïTÉGRAL. 

Roberval,  qui  a  calculé  le  premier  Taire  de  cette  courbe, 

lui  a  donné  le  nom  de  limaçon  de  Pascal,  C'est  une  con- 

« 

clioïde  du  cercle,  dont  la  construction  a  été  déjà  indiquée 


(n**263).  Cette  même  construction  montre  qu'elle  est  la 
podaire  d'un  cercle  (235)  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence. 

Le  limaçon  de  Pascal,  qui  figure  parmi  les  épicycloïdes, 
est  aussi  un  cas  particulier  des  ouales  de  Descartes  ou 
combes  aplanétiques  (n®  329). 

WO.    A—  -    aUang9-+-2rtôlogtang(y  -h  -J  -1-6^0    -hC. 

Wl.  En  faisant  usage  des  coordonnées  du  n**  2T7,  on 
trouve  facilement 

r^d^  ^  p ds  --::ip{dr^  -^  r^ d^^)\ 

et  par  suite, 


'4 


,  ,A        ï    /*    prdr 


2    •  ..\- 


Appliquant  cette  formule  à  l'épicycloide,  dont  l'équation 
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est  mise  sous  la  forme 


obtenue  à  la  fin  du  n"  276,  il  vient 


c-  —  a* 


c{r^^a^y(c^  —  r^f        c(c'—a')          .     [  r^  —  a?y 
:= 7-^ — I 7 arc  sin • 

On  déduit  de  là  que  Taire  engendrée  par  le  rayon  vecteur 
pendant  une  révolution  entière  du  cercle  mobile  a  pour  ex- 
pression 

r(c' — a*)iT         xnh  .  ^     ,  .   ^ 

-^^ T '—  =r ià'-^-Zab  -f-5i6M, 

L\a  a 

en  remplaçant  c  par  sa  valeur  a  -\-  ib. 

Cette  expression  renferme,  outre  l'aire  comprise  entre 
le  cercle  fixe  etrépicycloïde,  un  secteur  du  cercle  fixe  dont 
l'arc  a  pour  longueur  la  circonférence  mobile.  Ce  secteur 
ayant  pour  valeur  uai,  la  surface  restante  est  égale  à 

trb^  ,^  , . 

(ôa  -+•  2.0). 

a 

482.  En  coordonnées  polaires  la  courbe  a  pour  équation 

a?  sin  ô  ces  0 
sin^  0  4-  ces*  9  * 
par  suite, 

^sinôcosGtfe         a'  T^  tangôc?(tang9) 


__  fl'    n  sinQcosQtfe   __  a»  T''  tan 
—  2"  Jq    sin*e  +  €05*0  ~"  2  Jo        I 


-h  tang^ô 


à" 


zzz  Y  arc  tang  (tang^O  )• 


Faenet.  —  Recueil,  2  I 
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L'aire  contenue  dans  Tune  des  boucles  de  la  courbe  est 
donc  égale  à  -tt-- 

483.  Par  un  changement  d'axes  de  coordonnées,  Téqua- 
lion  prend  la  forme 


En  posant  a  —  a:  ^  =  z',  il  vient 


Or 


r      z'dz 
j  sl^a^Zz^ 


=  -\  fz'd^^a--3 


donc 


—  ô  V^4«  —  33'  -h  /    ,   ^       _  ^3  —  3  /  ô 


On  a,  par  conséquent, 


z^  î- 


A  = (4«  — 3zM'-+-C. 

12 

On  déduit  de  là  que  l'aire  de  la  courbe  renfermée  dans 

la  boucle  est  égale  à  -^j  et  il  en  est  de  même  pour  la  surface 

comprise  entre  la  courbe  et  son  asymptote. 

Cette  courbe,  que  Roberval  appelait  ye«i7/e  de  jasmin, 
a  été  signalée  par  Descartes  dans  une  de  ses  Lettres  comme 
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échappant  à  la  méthode  des  tangentes  donnée  par  Fermât. 
C'ebt  Hiijgens  qui  en  a  le  premier  trouvé  la  quadrature. 


§  IX.  —  Rectification  des  courbes. 

On  désignera  généralement  l'arc  cherché  par  S. 
484-.  La  longueur  totale  de  la  courbe  est  égale  h  6a. 

W5.      tls=  Q,\ixtlx^=d,S\ix.      {^o/rp.  319.  ) 

Le  rapport  de  Tare  à  Taire  correspondante  est  constant. 
Cette  propriété  est  caractéristique  de  la  chaînette. 

4.86.  S  =  a  log-  )  Tare  étant  supposé  nul  pourj^  =  a. 


J  '-*"  — 


V87.     8  =  ./  \  — : — [^ — —]  dx-'r-C. 

X  V  2a  —  X 


La  longueur  de  Tare,  à  partir  de  l'origine,  est 


\    'la  —  X  j  ' 


v/8a  — V^ba 

Si  l'on  fait  croître  y  indéfiniment,  la  différence  S  —  r 
tend  vers  la  limite  2rt[^31og(2  H-  yJV)  —  2J. 

4-88.  On  est  conduit  à  une  difiérentielle  binôme.  Il  en 
résulte 


s 


•5  — :: n > 


ce  qui  donne —  pour  le  quart  de  la  longueur  de  la 

courbe.  On  obtiendrait  le  môme  résultat  en  observant  que, 
pour  rectifier  la  développée  d'une  courbe  connue,  il  sutfit 
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de  prendre  la  différence  des  rayons  de  la  développante  qui 
correspondent  aux  extrémités  de  Tare  dont  on  veut  trouver 
la  lougueur. 

4.89.  En  faisant  a  -h  b  =  bn  dans  les  formules  (D)  du 
ii°  234,  on  en  tire 

2  hn  sm tdt  z=z  -i^ sm*  7-r  • 

2  a  i\0 


=X 


Pour  riiypocycloïde,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  b 
dans  la  parenthèse. 

La  question  proposée  se  résout  très-simplement  au  moyen 
des  coordonnées  /'  et  ;;  (n'^  481). 

490.  La  courbe  étant  située   sur  une  sphère,  les  coor- 
données d'un  de  ses  points  M  peuvent  s'écrire 

j;  1=  a  cosGsiny,     j  =  asin0siny,     z^  acosf. 
On  tire  de  là 

et  les  angles  cp  et  0  sont  liés  par  la  relation 

sin^j 1  =:=  sinyCh./2  9  :=  i.      [Foir  pages  3 18  et  Sig.  ) 

\        ^        / 

On  en  déduit,  en  supposant  nO  positif, 

-     ^       ndO  cos«t>Sh/2Ô  i 

^   ^  df  smy  LnnQ  sm^ 

et,  par  suite,  si  Ton  fait  n  tang  7  ^»  i , 


s  = 


cosa 


La  loxodromîe  est  la  courbe  qu'un  vaisseau  décrit  sur  la 
mer  en  coupant  tous  les  méridiens  sous  un  angle  constant, 
qui  est  ici  a.  Nonius  (1492)  s'en  est  occupé  le  premier. 


soLrTioss.  3^5 

Halley  a  trouvé  que  la  projection  stéréographique  de  cette 
courbe  sur  Féquateur  est  une  spirale  logarithmique  (273), 
ce  qui  résulte  immédiatement  d'une  propriété  bien  connue 
de  ce  genre  de  projection.  On  le  démontre  d'ailleurs  aisé- 
ment par  ce  qui  précède,  car  Téquateur  étant  pris  pour  k* 
plan  xy  et  r  désignant  la  projection  stéréographique  sur  ce 
plan  du  rayon  vecteur  de  M,  on  a  d'abord 

puis,  en  vertu  de  la  première  des  équations  (i), 

©       î  —  cos©       Ch/zô  —  Sh/2Ô  ,. 

tang»  -  = = =  e"^"^. 

^  2        i-+-cosy       ChnO  '\-Shnd 

Maupertuis  s*est  également  occupé  de  la  loxodromie  [Mé- 
moire sur  la  parallaxe  rie  la  Lune  et  Mémoires  de  V  Aca- 
démie des  Sciences  pour  i  y 44  )  • 

491.   Les  tangentes  en  Mi  et  M,  étant  parallèles  entre 
elles,  on  a 

dxi        dxi        d(ai.Zi-\-  a^Xi)        dx 

la  tangente  en  M  leur  est  donc  aussi  parallèle,  et  par  consé- 
quent 

d.r        dxi         dxi        d\axX^-^  aiX-x") 

ds        dsi         dsj  d[aiSi  -\-  atSi) 

puis 

s  =  ai  Si  -h  Oi  Jj, 

en  taisant  commencer  tous  les  arcs  au  point  O. 

4.92.  En  différentiant  l'équation  donnée,  on  trouve 

or,  =  2  a' ===.  dr. 


? 
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D'aîllçurs, 

(a«-+-r</—i6^z* /•*(«*— /M' 
a*  —  r,  =  a* ■ i ; 

d'où  résulte 

dr  a*  —  (ia*r*  -h  /•  dr 


=  2 


or  on  a 

(«•  —  Ga*r*  4-  /•»)2  =  {a*  4-  H)*  —  i6a*r*{a*  —  r*)'; 

par  conséquent, 


G.    Q.    F.    D. 


Ce  résultat  est  dû  à  Fagnano. 


493.  En  désignant  par  s  la  moitié  de  la  longueur  de  la 
première  courbe,  par  ^i  un  arc  quelconque  de  l'hyperbole, 
on  trouve 

Il  faut  démontrer  que  la  valeur  absolue  de  la  diflérence 

s 
r  —  ^1  tend  vers  -  quand  on  suppose  que  r  croît  indéfini- 
ment. Pour  rapprocher  les  formes  des  intégrales  qu*il  s*agil 
de  comparer,  faisons  dans  la  première  /•  =  az^^  et  dans  la 
seconde  a  =  rz]  il  vient 


s=:3 


Jr'     z^dz                         /»'        dz 
I     _,     g^—-^i     _, 
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et 

Or 

/z'dz      _    r        dz  fjx  —  z'fdt^ 

{i-z>Y       J   z^ii-z'f      J 

et  comme  on  trouve,  en  intégrant  par  parties, 
il  en  résulte 


et  par  suite 


r—  5,  = 


Je       z^dz     ^ 


On  conclut  de  là 

'      z'dz 


\\m[r  —  s^)i=:  a 


r'     z'dz      _  s 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

M.  Faure  (Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  1 853  ) 
a  généralisé  la  question  précédente  en  remplaçant  l'hyper- 
bole par  la  courbe  qui  a  pour  équation 

r"  cosnO  =:  a"     (a°  242 )• 
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§  X.  —  Cubature. 

On  désignera  généralement  par  V  le  volume  cherché. 
4-94.  Le  volume  étant  supposé  nul  pour  x  =  o,  on  a 

=  ^«^r[log J 

—  27ra»(j»  —  a»)'  log^^^ ^- ^  4-  2îrû»(/  —  a), 

4.95.  En  prenant  l'asymptote  pour  axe  des  x,  la  cissoïde 
a  pour  équation 

il  en  résulte 

/  n2a       Fa  il  '1 

y'dx=:--      rfjL3r'(2«-r)*-»-r'(2«-/)'J 

0 

W6.  L'équation  de  la  conchoïde  étant 


le  volume  engendré  par  la  révolution  de  cette  courbe  autour 
de  Taxe  des  x  a  pour  expression 

V=  — —  _  oafe'arcsin*^  -f-  Z  (^'  —X^Vir'-^  2^')- 
2  a        o 

En  faisant  j^  =  o  et  doublant  le  résultat,  on  trouve  pour 
le  volume  total 


cr 


*'  (-«  +  t) 
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497.  Lorsque  Téquation  d'une  courbe  est  donnée  en 
coordonnées  polaires,  l'élément  du  volume  de  révolution, 
engendré  par  le  secteur  infiniment  petit  dont  Taire  est 

-r^dB^  a  pour  expression  —r^ûnOdB,  Appliquant  celte 

formule  à  Téquation 


r=  P 


i  -\-  e  ces  I 
il  vient 

r»0 


277  /  " 

\=z---p^  I    (1  + ecosô)-»sin9€/Ô 

3      Je. 

^•QS»  Le  paraboloïde  elliptique  a  pour  équation 

a         o 
Soit 

on  en  déduit 

4.99.  Si  Ton  désigne  par^i  une  constante,  on  trouve 

Y^--J     j      y[a^^a:^ydxdy  =  ^—^. 

500.         V  =    r     jxrf  (X)  dxdjy 
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y  i  étant  donné  par  l'équation 


(5)=°= 


on  a  donc 

Xi  =  a-^» 

y 

en  désignant  par  a  une  contante.  Soit  fait  -  =  w,  il  en 
résulte 

Appelons  S  Faire  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  parallèle  à  ^j^  et  à  une  distance  x  de  ce  plan,  on 
aura 

CLX 


zdjr  =1  x^  i     ^(w)^c»>, 

O  Jù 


<3t  par  suite 

3  ' 

résultat   facile  à    prévoir   puisqu'il    s'agit    d'une  surface 
conique. 

501.  Soient 

x'  -H  z^  =r  cû^      x^  +  _)-'  =r  «^ 

les    équations    des    deux    cylindres^    on    a,    en    posant 

502.  Soient 
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les  équations  de  la  sphère  et  du  cylindre  ^  si  Ton  pose 

X  =zr  CCS  6,    jr  ==  /*  sin  0, 
il  viendra 

i6   r^iTt  nb   (\'i7t 


2\» 


-=\      \       zrdrd^=\      j       rdrd9[a*- 

^         t/O    4/0  •^o    Jo 


503.  Observons  que  rintersection  C  de  la  sphère  et  du 
cylindre  est  une  courbe  qu'on  peut  concevoir  engendrée 
comme  il  a  été  dit  au  n**  296.  L'angle  Q  détermine  en  effet 
un  point  m  de  C  auquel  correspond  un  point  M  de  l'inter- 
section, et,  si  l'on  désigne  l'angle  Mom  par  9,  on  trouve, 
en  vertu  de  l'équation  de  la  courbe,  (p  =  /2  0. 

Cela  posé,  en  considérant  seulement  la  demi-sphère 
située  dans  la  région  des  z  positifs,  le  volume  V,  limité 
par  le  plan  ZOX,  le  plan  ZOw  et  la  surface  cylindrique, 
a  pour  expression 

/  rdrde[a'-~r' )'  =  —  —  -  j     sïn^  nSde. 

Le  premier  terme  -^  mesure  la  portion  de   la  demi- 

sphère  comprise  entre  les  mômes  plans  que  le  volume  V^ 
le  second,  qui  a  pour  valeur 


—rr-    Q  sm'  -  —  sm*  — ^     =.  L. 
ibn  \^         2  1  J 


est  donc  l'excès  de  cette  pyramide  sphérique  sur  V.  Pour 


(p  =  -  cet  excès  se  réduit  a  — • 
2  9« 


On  peut  trouver  directement  l'excès  E,  sans  recourir  aux 
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intégrales  doubles,  en  considérant  le  segment  sphérique 
dont  une  base  est  celle  de  la  demi-sphère,  et  l'autre  un 
petit  cercle  qui  passe  en  M.  La  hauteur  du  segment  étan( 
a  sin^,  son  volume  sera,  d'après  la  formule  connue, 

CTfl'sin©  ,  .   . 

_J(2+C0S»^;, 

et  la  difléreutielle  de  la  portion  de  ce  volume  comprise 
entre  les  plans  ZOX  et  ZOm  est,  à  un  infiniment  petit  près 
de  sa  valeur, 

a*siny  I  ^ î  j  d9. 

En  en  retranchant  le  cylindre  infinitésimal  qui  a  pour  volume 

a  smO =  —  sm9  cos'9</9, 


on  retrouve  -    sin'cpc/fl  pour  l'élément  de  E, 

Si  /i  =  I,  l'excès  du  volume  de  la  demi-sphère  située 
dans  la  région  des  x  positifs  sur  celui  qu'en  détache  le 
cylindre  entier  est  égal  au  neuvième  du  cube  du  diamètre. 
Ce  résultat  a  été  donné  par  Bossu  t. 

Pour  w  =  y  »  C  est  la  courbe  étudiée  par  Pappus  (n^'âOô), 

et  l'excès  du  volume  de  la  demi-sphère  située  dans  la  région 
des  z  positifs  sur  celui  que  le  cylindre  en  détache  esl 
encore  égal  au  neuvième  du  cube  du  diamètre. 

504.  On  a  (n«  352) 

—  —I    \  dx df  [^ax  —  y^Y 

-  l       dx\x{^a^  —  x^y-\-/\ax3Lrcdn-l ^j    1 


2 


a 


i> 
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par  suite 


y  z=:a' 


i6 


H-  9.ir 


505.  ABDC  {Jig,  28)  représente  la  section  faite  dans  le 
solide  par  le  plan  qui  contient  les  deux  axes.  Le  point  le 

Fig.  a8. 


plus  haut  de  la  portion  de  volume  située  au-dessus  de 
ABDC  se  projette  en  O,  point  de  rencontre  des  diagonales 
de  ce  losange.  A  une  distance  z  du  plan  des  axes,  menons 
un  plan  qui  lui  soit  parallèle  5  la  section  obtenue  se  pro- 
jettera 'en  PQSR  qui  est  sa  vraie  grandeur.  Soient  A  la  sec- 
tion, a  le  rayon  de  base  commun  aux  deux  cylindres,  V  le 
volume  cherché;  on  aura 


I     Adz. 
o 


Abaissons  OK  =  p  perpendiculaire  sur  PQ,  il  en  résulte 

îXDrmPQsina,     A  =  -?^— • 
-^  sin  a 

D'ailleurs,  p^  z  et  a  formant  un  triangle  rectangle, 


/?'  =  a^ 


fi. 


d'où  enfin 


8     r^  16a» 

smaX  osma 
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506.  Il  suffit  d'évaluer  le  volume  QEDB  {Jîg.  29).  AB 
est  perpendiculaire  à  ED,  trace  du  plan  sécant  sur  la  base 

Fig.  29. 


dont  le  centre  est  C  Soit  PN/?/?  r—  A  la  section  faîte  par 
un  plan  perpendiculaire  à  la  base  et  dont  la  trace  N/2  est 
parallèle  à  ED  ;  si  Ton  pose 


on  aura  (n**  459) 


A  clx  z=z  2  I     yz  dx, 

0  J  0 


Or 


donc 


j5  rzz  .r  tanga,     j*  -}-  ^'  =  rt^; 


V  =  -  rt^  tanga. 


§  XL  —  Quadrature  des  surfaces  courbes. 
On  désigne  généralement  par  S  la  surface  cherchée, 
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507.  L'équatîon  différentielle  de  la  cycloïde  étant 


dx  ~~  \j 


on  a 


Jo    \/2a 


X 


Il  suit  de  là  que  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de 
la  cycloïde  entière  a  pour  expression 


508 


509.  Les  équations  des  surfaces  étant 

j;^  H-  2'  =  a',     X*  -h  ^'  =  rt% 
on  tire  de  la  première 

*        dz  X        dz 

dx  z         dy  ^ 

et,  en  posant  j,  =  (a'  —  a:*)', 


-  - 

Jo      Jo        i^' 


S  =  o«    f         f       -zzzocr 


610.  En  nommant  A  la  portion  de  Taire  chercliée,  li- 
mitée, commelevolumcVdun°503,  parles  plansZOX,  ZO//î 


336  CALCUL    IHTÉCRAL. 

et  la  surface  cylindrique,  on  a 

A  =  a  j       j -=^z'0— aM     sinnBd&. 

L*intégrale    du    second    membre,    qui    a  pour    valeur 

—  sin*-»  représente  l'excès  sur  A  de  Taire  du  triangle 

sphérique  limitépar  les  mêmes  plans  que  A.  L'élémcnlde  cet 
excès  s'obtiendrait  aussi  directement  en  calculant  l'aire  de  la 
zone  qui  répond  au  segment  de  spLère  considéré  dans  le  n*»  503. 

Pour  /2  =  -^1  la  courbe  tracée  sur  la  sphère  est  la  spirale 

de  Pappus  (n^  296),  et  Ton  voit  que  la  surface  comprise 
entre  cette  courbe  et  la  base  de  la  demi-sphère  est  égale 
au  carré  du  diamètre.  Ce  théorème,  dû  à  Pappus  [Col/ect. 
Math.,  Liv.  IV,  prop.  3),  est  le  premier  exemple  de  la 
quadrature  d'une  surface  courbe. 

Si  n  =  I ,  l'excès  de  la  surface  de  la  demi-sphère  située 
dans  la  région  des  x  positifs  sur  celle  que  le  cylindre  droit 
en  détache  a  pour  valeur  ^a*.  Ce  résultat  résout  le  pro- 
blème qui  consiste  à  percer  un  dôme  hémisphérique  de 
quatre  fenêtres  égales  telles,  que  le  reste  de  la  surface  soit 
équivalent  à  un  carré,  problème  que  Viviani  proposa  sous 
forme  d'énigme  aux  géomètres  de  son  temps.  Voici  en  quels 
termes  il  s'exprime  dans  les  y^cta  eruditorum  de  1692  : 

jEnigma  geometrieum   de  mim  opificio   testiidlnis   quadrabiUs 
hœmifpfiericœy  autore  D.  Pio  Hsci  Pusillo  Gcometra, 

<(  Inter  venerabilia  olim  Graeciae  monumenta  extat  adhuc 

»  perpetuo   quidem  duraturum   templum   augustissimum 

r>  ichnographia  circulari  almœ  Geometrtœ  dicatum,  quod 

»  testudine  intus  perfecte  hemisphaerîca  operiturj  sed  în 

»  hac  fenestrarum  quatuor  aequales  areae  (circum  ac  supra 

»  basin  hemisphaerœ  ipsius  dispositarum)  tali  configura- 

»  tîone,  amplîtudine,  tantaque  îndustria  ac  ingenii  acu- 

»  mine   sunt  extructae,   ut  his  detractis  superstes  curva 
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»  testudinis  superficies,   pretioso   opère  musivo  ornata, 
»  tetragonismi  vere  geometrici  sit  capax.  »        (n**  503.) 

Sous  Tanagramme  qui  dissimulait  le  nom  de  Tauteur,  on 
trouve  :  Poslremo  Galilei  discipulo.  Le  problème  était  en 
effet  une  épreuve  à  laquelle  un  des  élèves  les  plus  distingues 
de  Galilée  voulait  soumettre  la  nouvelle  analyse  créée  par 
Leibnitz.  Celui-ci  en  trouva  la  solution  le  jour  même  où 
le  programme  de  Viviani  lui  parvint  [Acta  erudit.j  1692). 
Jacques  Bernoulli  résolut  aussi  la  question  et  montra  qu'on 
y  pouvait  arriver  d'une  infinité  de  manières.  La  construc- 
tion géométrique  donnée  par  Viviani  lui-même  est  ingé- 
nieuse, mais  manque  de  rigueur.  Un  religieux  camaldule, 
Urbain  Graudi,  en  fit  connaître  une  plus  satisfaisante  en 
1699.  Il  prouva  en  outre  qu'on  peut  détacher  d'un  cône 
droit  une  portion  de  surface  quarrable,  à  laquelle  il  donna 
le  nom  de  voile  du  Camaldule;  mais  cette  remarque  avait 
déjà  été  faite  en  1696  par  Jacques  Bernoulli.  On  peut 
d'ailleurs  la  formuler  ainsi  :  Tout  prisme  droit  dont  la 
base  s'appuie  sur  celle  d'un  cône  droit  détache  du  cône 
une  surjace  dont  le  rapport  à  la  base  du  prisme  est  égal 
à  celui  du  côté  du  cône  au  rayon  de  sa  base. 

Bossut,  comme  on  Ta  vu  (n®  503),  a  démontre  que  le 
volume  du  dôme  de  Viviani  est  égal  au  neuvième  du  cube 
du  diamètre  de  la  sphère.  Euler  a  beaucoup  généralisé  le 
problème  de  Viviani  [Comm.  no\f.  Acad.  Petrop.,  ijSg). 

511.  L'élément  de  la  surface  a  pour  valeur 

(x*  -|-jr'\  ^  dxdy 

En    transformant    cette   expression   au  moyen  des  coor- 
données polaires  dans  le  plan  xy^  elle  devient 

à^rdrd^ 


Fre:<bt.  —  Recueil,  23 
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OÙ  l'on  a  fait  ^*  =  fl»co3  2  0.  Il  résulte  de  là 

__«'    r^dB    r*'       rdr      __'^^\ 

La  surface  totale  est  égale  à 


TT'rt» 


2 

512.  L'élément  o)  de  la  surface  ayant  pour  valeur 


dxdy  - — 


.r' 


X 


la  nature  même  des  limites  indiquées  conduit  à  transformer 
cette  expression  au  moyen  des  coordonnées  polaires  dans 
le  plan  xj^  ce  qui  donne  les  relations 

cos9 

où  i^  désigne  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  suivant  laquelle 
le  cylindre  B  coupe  le  plan  xj.  On  a,  par  suite,  zOx  étant 
l'un  des  plans  fixes, 


= r  r 

J  0   */o 


COS0 


Si  Ton  intègre  par  rapport  à  ret  qu'on  fasse  a*  -{-&*=  c', 
on  trouve  pour  l'aire  cherchée 

c    r^  ,^i/c»cos'Ô  — a»       fl'    r^   c?0    ,      i/c» ces' 6  —  a'  -4-  c  cosO 

-  I     ^/9  5^^ 1 /     — —  loff  ^ — : , 

2  Jq  cose  2  Jq   cos*6     ^  a 

ou  bien 


sin^\       à}  sjc^  cos'ô  —  a'  -4-  c  cosO. 


^'         .    /csinÉ/\       a} 

—  arc  sin  I  — 7 —  j  H tang  9  log 


a 


Pour  Q  =  arc  tang  -  »  cette  expression  se   réduit  à  -y-  > 

quantité  indépendante  de  a.  Si  l'on  n'avait  en  vue  que  ce 
dernier  cas,  on  obtiendrait  le  résultat  d'une  manière  beau- 
coup plus  prompte  en  conservant  les  coordonnées rectilign es. 

513.  {F'oir  n°  506  Gijig,  29)  ds  désignant  l'élément  de 
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Tare  DNB,  la  surface  QDNB  a  pour  expression 

/*                            p^      xdx 
zds  =  a  tanga    1 =i  a'  tanga. 

L'aire  de  la  surface  QEDB  est  donc 

2  a'  tanga. 

§  XII.  —  Changement  de  variables  sous  le  signe 

d'intégration. 

514.  La  relation  générale 

^       \du  du       ôi^   au) 

se  réduit  ici  à 

clxdy  =  ududvy 

on  a  donc 

/    I  af"f"dxdx  =  /    1  tt'"'*""'^'  (i  —  v^v'^dadv. 

Cette  transformation  a  été  donnée  par  Jacobi  [Journal  de 
Crelle,  t.  XI)  ^  elle  est  d'un  grand  usage  dans  la  recherche 
des  intégrales  définies. 

5,5.    //^....r=/f  V*^.. 

5.16.        r  r  \ydxdydzz=L  i  i  j  Yr^drsiïiBdBd^. 

On  reconnaît  ici  la  transformation  usitée  quand  on  passe 
des  coordonnées  rectangles  «aux  coordonnées  polaires. 

517.  Il  résulte  des  équations  données  qu'on  a 

dz  c  sin  0  ces  © 


s  =:  ccosô,      — -  = 


d.r  «cosô 

dz  c  sin  ô  ces  q) 

df  b  cosô 
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D'ailleurs, 

dxdyz=iab  cos 9  sin  0  d^  d^  \ 

l'intégrale  prend  alors  la  forme 

r  r</ô</YsinO[a»6»cos»9  -h  c»sin'G(a>sin*(p  -4-  6'cos»(p)]'. 

(IvORY.) 

S  Xin.  —  Equations  linéaires  à  coefficients  constants. 

518.  Par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  on 
trouve 

a  a?  a}  a*  a* 

On  arriverait  au  même  résultat  en  observant  que,  le  second 
membre  étant  une  fonction  entière  du  quatrième  degré 
en  X,  si  Ton  pose 

j,  =  A  H-  B  j:  -I-  C.r2  +  Dx^  -+-  Ex*, 

il  sera  facile  de  détcrnuner  les  coetlicienis  A,  B, .  .  .  ,  de 
telle  sorte  quej^,  soit  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  suffira 
d'ajouter  à  yi  l'intégrale  générale  de  l'équation  privée  du 
second  membre. 

La  méthode  précédente  peut  toujours  s'appliquer  lorsque 
le  second  membre  de  Téquation  est  une  fonction  entière 
de  X  ]  elle  convient  encore  quand  il  renferme  linéairement 
des  exponentielles,  des  sinus,  des  cosinus,  dans  lesquels  jc 
n'entre  qu'au  premier  degré.  Si,  par  exemple,,  ^e  second 
membre  contient  e*'  ou  sinax,  on  introduit  daLs  l'expres- 
sion de  j^t  la  quantité  Ae"'  ou  Asinaj:-H  Bcosax,  A  et 
B  étant  deux  indéterminées. 

Le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  abrège  souvent  les 
calculs. 
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519.    j  =  Ar-»* -h  B€-*. 

A  et  B  sont  deux  fonctions  de  x  déterminées  par  les  re- 
lations 


On  trouve 


B=— —  -4-C,     A=: +  /  — -— -HC'î 

et  par  suite, 

520.  :r  =  1  +  ^  +  1  +  e'^C  +  C'^). 


Si  Ton  pose 


z=  COS0,      ^  =  sin9, 


(ni^^n^y  {m' -h  n'y 

y  prend  la  forme  plus  simple 

— -f-  ^'(  C  -\-  C'a?). 

m'  -\-  n^ 

522.     r  = 1-  C  cos/zo:  +  C'smwj:. 

n}  —  m* 

Cette  expression  peut  s'écrire 

cos/wjî  —  ces/iar 

r  =i:C'sm/i.r  -i-Ccos/io: ; > 

•^  m*  —  «* 

et  Ton  voit  que  pour  m=^n  elle  se  réduit  à 

œ  siïxnx 


y  =  C'sinTi.r  -f-  Ccosna:  -4- 


2/? 
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523.    y  =z    /'""'f    .  H- Ccos(2^x+  J  +  C'cosfs^^r  +  fi) . 
— .  .  .  4-  C  cosx  4-  C'sin  j*. 


JC> 


525.    7  = j  -+-  Ce-'  -h  C,e-«  -h  C,cos(«ar  +  Cj). 


COSJC 


526.  r  = 4-  (C  -4-  dx)  cosax  h-  (C'+  Cf.a:)  sinax. 

527.  On  est  conduit  à  résoudre  une  équation  dont  les 
racines  sont  2,  2,  —  2,  3i,  —  3 1.  Il  en  résulte 

•^        (m  — 2)»(/?2-4-2)(/n'-^  9)  ^  '    /  2 

H-C3COs(3a:4-  C4). 

528.  Les  racines  de  Téquation  à  résoudre  sont 

—  3,       1  H-  2/,       I  —  7.i'y 

il  en  résulte 


or'  2  2" 


28 


y=z—--{ — — --+  ^*(Csin2J?-t-C,cos2^)-f-C2e-". 

S  XIV.  —  Equations  linéaires  à  coefficients  variables. 

529.  Cette  équation  étant  linéaire  et  du  premier  ordre, 
on  trouve,  en  appliquant  la  formule  connue, 

530.  Cette  équation  est  linéaire  et  du  premier  ordre.  On 
déduit  de  la  formule  générale 

X  "=    (  ^_   ^  [( '  +  ""'Y  +  ^J  4-  ^,    ""      ,  [(n- x^y  -  J 

-f-C  [(l-f-a:^)''— a:J  . 
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Si  71  =  I ,  les  deux  derniers  termes  peuvent  s'écrire 

-' ^-^ ^ =*-  -+-C'L(H-ar»)\— xj  . 


n  —  I 


La  vraie  valeur  de  la  première  de  ces  expressions,  obtenue 
par  la  méthode  connue,  est 

—  -  l(ï-+-'=^*)' —  -^J  H  L(ï  +  ^^y— -^J- 

On  trouverait  d'une  manière  semblable  la  formule  relative 
au  cas  de  71  =  —  i . 


a 


531 


Si  a  =  —  4j  on  peut  écrire 


r  =  -h?l  (f^-^)-(f^)     \  +  c'il±f.\  '. 


I    J? 


La  vraie  valeur  du  terme  renfermé  dans  la  grande  paren- 
thèse est 

'  I  4-  .^ 


log 


I  —  X 


larcsinx 


1  /l  4-  x\ 

2  \I  —  xj 

532.  x=-^  ,,^4 ^-*-^^ 

533.  Cette  équation  est  de  la  forme 

(a  H-  bxY  -^  H-  A,  (a  4-  bx)^-'  —-^  4- ...  4-  A„7  =  ^ ; 
elle  pourra  donc  s'intégrer  en  posant 


X  - 

~  6>'. 

On 

trouve  en 

effet 

X 

W*  — I 

4-C^ 

4- 

c. 
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Si  /W=  ih  I, 

534.  Même  observation  qu'au  n^  533.  En  posant 


xz=:e\ 


il  vient 


^=î'*'8(r^)"^^^^"^^''**^''^' 


535.  Remarque  du  n^  533.  En  posant 


l  -4-  .r  =  e', 


l'équation  à  intégrer  est 

Si  l'on  opère  comme  il  est  indiqué  au  n°  518,  on  trouve 
pour  résultat 

H-C,  COs[log(H-^)*]  -4-  C3sin[log(i-4-ar)2]. 

536.  Remarque  du  n°  533.   On  est  conduit  à  intégrer 
l'équation 

Le  résultat  auquel  on  parvient  peut  être  mis  sous  la  forme 

^  =  (C  +  C,  ^  +  Ca  ^»  H-  «)  ^", 

où  l'on  a 

L'équation  (i)  ne  diffère  pas  d'ailleurs  de  celle-ci  : 
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537.  On  remarque  que  Téquation  peut  s'écrire 

d-'ixjr) 


dont  l'intégrale  est 


^a*(xjr)=zo, 


^=i(Cc-'-+-C,tf-"). 

X 


538.  En  mettant  Téquation  sous  la  forme 


è(|-^¥)-^"'^=°' 


et  posant 

ensuite 

(0 

dx          ac 

il  vient 

(2) 

I    dz 
^            rî"  dx' 

d'où 

d'z 
dx^ 

2  dz 

H h  n^z       ©• 

X  dx 

Cette  équation,  traitée  comme  celle  du  n°  537,  a  pour  in- 

zj:  =  Acos(/ia?  -f-  a), 


tégrale 


A  et  a  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  dilTérentiant 
et  tenant  compte  des  relations  (i)  et  (2),  on  trouve 

Acos(/i.r  4- a)         Asin(/îa:  4- a) 
n^x^  nx 

539.  L'équation  peut  s'écrire 


J^ 


—  c^y  =  o. 
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En  posant  x  =  u"*,  la  transformée  conduit  aux  deux  suî- 
vanles  : 

dont  la  dernière  fournit  Tintégrale 

L'équation  proposée  s'intègre  encore  comme  il  suit  : 

Soit  \  an  x"  •=j  une  série  dont  le  terme  général  est  a„  jt", 

n  pouvant  recevoir  des  valeurs  entières  positives  ou  néga- 
tives. Cette  valeur  de  j^,  substituée  dans  Téquation  difle- 
rentielle,  donne  la  relation 


j:»-'  =  o. 


En  égalant  à  zéro  le  multiplicateur  de  jc^'~^^  il  vient 

/2{n  —  i)  a„z=c^a„^^, 

égalité  d'où  résulte  qu'on  ne  peut  attribuer  à  n  que  des  va- 
leurs négatives.  Faisant  donc  successivement  n  égal  à  —  i, 
—  2,...,  on  trouve 


I      c^ 


*  I.  2    J7 


'    f:+...\ 

I  .  2  . 3 . 4  <îP*  / 


-f-  a„     I  4- --  4- 


i         c'  I  c* 


I.  2.  3  A^         1.2.3.4.5  a:* 

^0  et  «1  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Ce  résultat 
peut  évidemment  se  mettre  sous  la  forme  déjà  obtenue. 

540.   Substituant  à  j  dans  l'équation  la  série 
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on  est  conduit  à  poser  successivement  a  =  o,  a  =  1 ,  ce  qui 
donne  les  intégrales  particulières 

^  ^md  1  .  2  .  .  .  2  /< 


O  O 

a     V^  (a/2  -f-  2)^3cj7*  j 

\'^c)^Zà        I.2...(2/î-f-3)       ' 


à  condition  de  remplacer  dans  la  première  i  .2  .  .  ,  2n  par 
Tunité  quand  on  fait  /i  =  o. 

On  peut  toujours  trouver  la  somme  des  séries  précédentes. 
En  eilet,  de  l'équation  évidente 


00 

^2n— I 


S 


.  I  .  2  .  .  .  2  /i  2 

0 

on  tire 


00 


>^ ^ —  =  -^  — 0 ^^  +  0î 

^ 1.2. ..2«  2^  '  2^  ' 


O 

par  suite, 


,z:^  -  [i?»^''  (3c:r^  --  1)  -  e-^^^^yZcx"^  —  l)]; 


^  2 


On  aurait  de  même,  b  désignant  une  constante, 

d'où  résulte  enfin 

7  =:=  A  (  I -- 3caî^)  Éf3<^'' 4- B  (  H- 3car^  jtf  »"*  . 
541.  En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  du  numéro- 
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précédent,  on  trouve 

+  3(3+  iScX^-h  25C'J7'*J  <?-»"** 

§  XV.  —  Equations  différentielles  non  linéaires, 
54'2.  Celte  équation  étant  de  la  forme 

(  A  )  dx-\-Vx^^  =  Q/""*"'  dJ^j 

la  méthode  connue  donne 


—  nx 


ce  '^    -4-  n.T  —  n 


n 


Si  /2  =  I ,  l'équation  obtenue  est  celle  d'une  logarith- 
mique. Ce  cas  particulier  est  intéressant  au  point  de  vue 
de  rhistoire  des  Mathématiques  ;  il  donne  la  solution  de 
la  question  suivante,  proposée  aux  géomètres  pardeBeaune, 
ami  de  Descartes,  environ  trente  ans  avant  l'invention  du 
Calcul  infinitésimal  : 

Tromper  une  courbe  telle  que  la  sous-tangente  soit  à 
l'ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  la  différence 
entre  l'ordonnée  et  l'abscisse. 

La  question  était  d'un  genre  tout  à  fait  nouveau.  Il  ne 
s'agissait  plus^  comme  on  l'avait  fait  jusque-là,  de  déter- 
miner la  tangente  d'une  courbe  dont  on  connaissait  les  pro 
priétés,  mais  de  remonter,  au  contraire,  d'une  propriété  de 
la  tangente  à  la  découverte  de  la  courbe  même.  Ce  problème, 
qui  paraît  uniquement  du  ressort  du  Calcul  intégral.  Des- 
cartes le  résolut  par  des  considérations  qu'il  n'a  malheu- 
reusement pas  fait  connaître.  En  1692,  l'Hôpital  et  Jean 
BernouUi  en  donnèrent  une  solution  fondée  sur  la  nou- 
velle Analyse  créée  par  Leibnitz. 
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543.  L'équalîon  rentrant  dans  le  type  (  A  )  (n°  542),  on  a 


c  ac  l^x 


544.    7»  ==  -  y  ^ ^^  4.  C^«        (no  542) 


7.b' 


545.  r»=— -H~     (no  542). 

2Jr         or      ^  ' 

546.  j2  =r  e?" "^ i (no  542). 


ax        la? 


547.  En  posant 


I 

V 


Tëquation  devient  linéaire  par  rapport  à  v'  et  a  pour  intégrale 


X 


548.  L'équation  étant  homogène,  si  Ton  pose 


-  =z 

X 


elle  donne 


II/  ^.        rn   r         dz  ^ 

Xov^x  H —  1ok(i  —  rnz  -j-  zM  -] I z=z  G. 

°  2^^  '         7.  J  i  —  mz  -h  z^ 

Pour  /7i^  2,  le  dénominateur  de  la  quantité  sous  le  signe 
est  de  la  forme 


(z  — a)  (2— ^i' 


et  par  suite, 

/mdz         a^-f-i  /z — a 


î 


2 
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par  consëquenl, 

.     /   .        .  N  l         û'  -f- 1     ,      r  —  ax 

Iog(a:'-|-^»  —  mxiry  H r— log =C. 

°  '         i\a}  —  i)     ^  ay  —  x 

Pour  m  <^  2  on  trouve,  en  posant  m  =  2  cosa, 

log  \3i^  -^  y^  —  mxyy  H-  cota  arc  tang =  C. 

Si  enfin  m  .=  2, 


y  —  X  zr=C^^"'. 

On  aurait  pu  intégrer  Téquation  en  passant  aux  coordon- 
nées polaires,  ce  qui  donne 

dr  /wsin'ôcfÔ  m  cos20rf  2Ô         m         d,i^ 


r        msinOcosG  —  i  2  /nsin2  9  —  2        2    msin2  0— 2 

Pour  Tîntégration  du  dernier  terme,  voir  le  n"  361. 
5W.  Cette  équation  est  homogène  et  a  pour  intégrale 

^2  -h  2a:'=:C(^'^-J')^ 

550.  Equation  homogène. 


X  ^ 


(^-l-j')log-  -r=.xe'. 

551.  L'équation  transformée  est 

^(i  —  z^)  dz  =  Oy 
qui  a  pour  solutions 

a:  =:  O,     J^  —  a:^  =  o,       —  =  C, 

X 

On  pouvait  le  voir  immédiatement  en  mettant  Téquation 
proposée  sous  la  forme 

(^xdy — ydx)[y^  —  x^)^=.o. 
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552.  Si  Ton  fait 


il  vient 


cLt  —  —  X -\-    •  5 


et  cette  équation  a  pour  intégrale 


où 

553.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

a^=:  b  =  c  =-  Oy 

Téquatîon  se  réduit  à 

(  I  )    (ai  se -h  ihX)  (x  djr  —y  d.x)  -—  (i»,  .r  -h  ^>j  j)  ef/  —  (c,  x  4-  c^jr)  dr, 

et  rentre  dans  celle  du  numéro  précédent. 

Pour  voir  s'il  est  possible  de  ramener  Téquation  donnée 
à  la  forme  (i),  changeons  de  variables  et  posons 

a  et  S  étant  deux  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer  de 
manière  à  obtenir  la  réduction  qu'on  a  en  vue.  On  est  con- 
duit de  la  sorte  à  satisfaire  aux  deux  équations 

a(a  -h  a,  a  4-  «2  6)  —  (6  -h  6,  a  H-  ^,6)  =  o, 
ê(a  -h  a,  a  -h  ûj^)  —  (c  -t-  c,  a  -h  c,  6)  =  o. 

On  peut  les  écrire 

== =r  rt  if-  a,  a  -4-  «a  6; 

a  o 
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et  si  ron  pose  chacun  de  ces  rapports  égal  à  A,  il  en  résulte 
le  système 

(a  —  X)  -h  £ï,  a  -f-  /ij  6  n=  o, 
6  -f-  (  ^1  —  X)  a  -t-  ^a  6  =  O, 
c  -h  C|  a  -I-  (cj  —  >)  6  =  o, 

d'où  Ton  déduit,  pour  déterminer  X,  et  par  suite  a  et  6, 
Téquation  du  troisième  degré 

(a  —  \)  (i»i  —  \)  (c,  —  X)  —  b^Ci{a  —  "k)  —  fl,  c(6,  —X) 

—  a,  b[c3  —  >)  -4-  «1  ôjC  -H  ûj  6c,  =0. 

La  réduction  à  la  forme  (i)  est  donc  toujours  possible,  et 
l'équation  proposée  peut  toujours  s'intégrer. 

L'intégration  de  cette  équation  a  été  donnée  par  Jacobi 
{Journal  de  Crelle,  t.  XXXIV),  en  adoptant  une  marche 
très  ditiérente  de  celle  qu'on  vient  de  suivre,  et  qui  est  due 
à  G.  Boole. 

554.  Cette  équation  rentre  dans  celle  de  Biccati,  dont  la 
forme  générale  est 

et  qu'on  sait  intégrer  toutes  les  fois  qu'on  a 

m  = ï 

2r=t:  I 

r  étant  un  nombre  entier.  Dans  l'équation  proposée, 

4 

on  trouve  alors  * 

X 
1  % 

T.»    -i-    VT^ 

555 


x^  — 3^V4-3 


'• r=tang/ iX-^-c  )    (n«554). 


5S6«  Cette  équation  peut  s  écrire 
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dx        ,  dy 

a h  6  —  -*- 


X  y 

Posons 


/    dx  dyX 

^y^    <? h  e  -^    =  o. 

\    ^         x) 


^■h  — 


elle  devient 


en  faisant 


afji'^  =.  Uf     jc^y*  =  c% 


du  gdv 

h  u^ir  —  =  o, 

u  P 


me  —  ne        ^       na^~  mh 


a  = 7— > 


6  = 


ae  —  bc  ce  —  bc 

On  trouve  alors 

/       «-• 

6  a 

Si  rne  =  tic,  na  ==  m&,  on  a 

Si  ae  —  &c  =  o,  sans  que  les  numérateurs  de  a  et  de  S 
soient  nuls,  Téquation  proposée  revient  à 


dx 
a  — 


6^)(,  +  £^^)=o, 


et  elle  est  satisfaite  par 

A       r,                                     ah 
afy^  r=  C,     et  par     x^y^  = = • 

557.  On  voit  sans  peine  que  si  a:  et  /  représentaient  deux 
tangentes  les  radicaux  disparaîtraient  ;  posons  donc 

/  =  tangf,     xz=tangtt; 

réquation  devient 

9În(p  —  u)dç  =  ndu. 
Faisant 

Frenet.  —  Recueil.  ^3 


354  ClLCUL    INTÉGRAL. 

on  trouve 

,             ndz 
dv=i — 9 

n  —  sin« 

équation  quî  s'intègre  au  moyen  du  n°  361. 

On  obtient  alors  x  elj  en  fonction  de  l'auxiliaire  z» 

558*  L'équation  proposée  revient  à  celle-ci  : 

(i-)(i-)(È -•)=«• 

dont  l'intégrale  est 

(,_|'_c)(.-c.ï)(,-^-^),=,. 


559 


560 
d'où 


{y  4-  C)*  = I  arc  sm  -  )  • 

•      dx'        X    dx       x^        x'\  -^  )  dx^'^ 


^dy  ,       ,  ^  dy 


dx  dx 

et  enfin 

^  =  xlangfc±:~ 

561.  Posons 

dy 

il  vient 


-di=p>  1="' 


dy  =:pdx  z=  udx  -hxdUf 
dx  du  dp  pdp 
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et  en  désignant  une  constante  arbitraire  par  loga, 

(l  +p'f 

On  en  déduit 

y  =  -11 î fJ-A  l(i+p2y_j,^  , 

et  par  suite,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  -  9 

1 

562'  Cette  équation  est  homogène  en  x  et  en  y  y  comme 
celle  du  numéro  précédent,  et  peut  se  traiter  de  la  même 
manière  -,  mais  il  est  plus  simple  de  la  résoudre  par  rapport 

à  —  )  ce  qui  donne 


dr 

-X- 

X               _^      f,7»«.i)r»-+.;,8.ra» 

'    n^- 

-  I                           n}  —  I 

ou  bien 

{n^- 

■  \)Ydy  -\-  n^xdx 

[(«'■ 

^i)y^-^n^x^Y 

équation 

L  qui  a  ponr 

intégrale 

(,1'^ 

-l)7»-+-/2»:i:^  — (CzlZ4?)'. 

563.  En  posant 

df  =zp  dxj 

l'intégrale  résulte  de  l'élimination  de  p  entre  les  deux 
équations 


^rr^(l-f-/?)x-+-y?», 

X  T-.Z  2(1  — /?)  +  Cr~/', 


23. 
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5G4.  L'équatioa  peut  s'écrire 

dy 
et  son  intégrale  s'obtient  en  éliminant  p  ==—  entre  celte 

équation  et  la  suivante  : 

565.  Cette  équation  revient  h 

tiy^  __  j'  —  x^ 
dx  ixy 

équation  homogène  dont  l'intégrale  est 
666.  L'équation  peut  s'écrire 


y 

ou 


t7+/(^)^-?(>')^=^ 


On  a  donc 

et  par  conséquent 

On  tire  de  là 

fe^9^y^^ydy  =  Ci'^Gfe--^f^^^*^^dx. 

567.  Lorsqu'une  équation  différentielle  est  homogène 
par  rapport  aux  quantités  :r,  y,  rf^,  rfj,  d^y^  rf'j,  •  •  m  ^n 
peut  toujours  en  abaisser  Tordre  d'une  unité  en  posant 

X  =  e^,     y  =  ueK 
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Ces  hypothèses  conduisent  ici  à  la  relation 

li?        de  '^  dF* 

Faisant 

du 


di  =  '^ 


il  vient  successivement 


I  c^x 

ZZ=Z    9  UZ=Z   9 

1  —  c.r  I  —  ex 


jr=x  \of' 


c'  X 


^  I  — car 


d. 


568.  Même  observation  qu'au  numéro  précédent. 
On  trouve 

ri  il»-« 

L'  I  îT+c 

569*  L'équation  est  homogène  par  rapport  k 

dy        d^y 

•^'    dx'    5?' 

et  s'intègre  alors  en  posant 

dy 

On  déduit,  en  effet,  de  là 

du  dx 


—  — -, 

{a^-^x'-) 


2 


et  cette  équation  a  pour  intégrale 

d*où 
log(C»  =  Ca»log[.r  -f-  (fl'  +  .r^)^J  -!-  C.r[x4-  (a»  4   x»)^]. 
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570.  En  opérant  comme  au  numéro  précédent,  on  trouve 

^Cn^C(i««-x«)«  __  c'  [i-f.  C(fl»  —  .r'f  J. 

571.  Posant  iJy=r:p  àx^  l'équation  devient 

dp  2  jr  (îx 


d'où 


a^     ' 


p               x^        _        x^  -^^  ah 
^ -= hC=: 


(i+pr 

On  déduit  de  la 

r     ^           r      {x^-^ah]dx 
jr=  j  pdxz=  I  î^ 1 -. 

^  -^  [a*  —  (x^ -^  abyy 

Cette  équation,  dont  le  second  membre  s'intègre  au  moyen 
des  fonctions  elliptiques,  est  celle  de  la  courbe  que  forme 
une  lame  de  ressort  fixée  horizontalement  par  une  de  ses 
extrémités  à  un  plan  vertical,  et  chargée  d*un  poids  à  l'autre 
extrémité.  Jacques  BernouUi,  qui  s'est  occupé  le  premier  de 
cette  courbe  {Mémoires  dû  V  Académie  des  Sciences,  i7o3), 
lui  a  donné  le  nom  de  courbe  élastiijue  [loP  630). 

572.  L'équation  peut  s'écrire  (n°  571) 

(i  H-  p^ydx  -f-  .r  -T-I—-  =adprrz  ^/[x(i  -h  p'^f\. 

(i-^P^y 

On  tire  p  de  là,  et  l'on  trouve  ensuite 

\_ 

V  —  (a'  -4-  /y2  —  x-y  —  hlou, ^ ^» 

^  ^  ^  c[x  —  a) 

b  et  c  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


X» 


573.     dp -^  [a^ -\- X')    ^pdx  =  —  (a'-^x^)   'dx. 
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Cette  équation  linéaire  du  premier  ordre  s'intègre  par  la 
formule  connue  et  conduit  à  l'intégrale  suivante  : 

aW  = 1 ^^ i Cjc' 

9  ^  9 

-+- Cx(a>  +  x»f  +  Cû'log^^tif!±::!ll. 

574.  On  arrive  à  une  équation  linéaire  en  posant 


T 

P 


-  =  ^y 


ce  qui  conduit  à  Tintégrale  générale 

r -f.  C'=  Iog(:r' -- C^)  -  f  log  J±|. 

575.  On  pose 

et  l'on  arrive  à  une  équation  qui  devient  facilement  linéaire 
et  du  premier  ordre.  On  en  déduit 

X  r=  t;'  H-  l  -^ — ■ —      -f  arc  cos • 


--(^)- 


576.  Cette  équation  peut  s  écrire 


c'est  la  forme  de  l'équation  de  Clairaut.  On  trouve  pour 
l'intégrale 

Cx  -f-  C'  =  log[cj  -4-  n(i-{-€i'Of\. 
Il  y  a  une  solution  singulière 

jzmna  sm • 
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§  XVI.  —  Solutions  singulières  des  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre* 

577.  jr»=n-x». 

C'est  à  propos  de  cet  exemple  que  Taylor  (i7i5)  a  re- 
marque, le  premier,  qu'une  équation  différentielle  peut 
avoir  des  solutions  non  comprises  dans  l'intégrale  générale. 

578.  {x-^xY  —  ^ax=:.o. 

579.  x^+j^  =  J     (n«232). 

580.  On  trouve,  en  différentiant, 

(r/  -  ^)  (i  "+-/'  -^-r  ^  j  =  oi 

d'où 

Solution  singulière ^*  =  a*H-2aar; 

Solution  générale ^*  -f-  (G  —  a?)'  =  2  Ga. 

L'équation  différentielle  répond  à  la  question  suivante  : 

Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la  normale  est  moyenne 
proponionnelle  entre  une  ligne  donnée  et  celle  qu'on 
obtient  en  ajoutant  Vabscisse  à  la  sous-normale, 

Leibnitz  proposa  ce  problème  en  i6g4  dans  les  Acla 
eruditorum,  et  trouva  la  parabole  qui  le  résout. 

681.      {4rrfy--j'J.r)(9y— J7*)  =  0. 

Solution  singulière ....     g/  dz  x*  =  o  ; 
Solution  générale vljt  —  ex'  -h  3c'=:  o, 

582-     (A)    y-^x^—a^z=io. 


SOLITTIOIYS.  36 1 

L*équalion  proposée  pouvant  s'écrire 

on  trouve  pour  Tintégrale  générale 

dW  résulte  que  l'intégrale  (A)  est  une  solution  singulière. 
Remarque.  —  Pour  reconnaître  si  une  solution  j  =  <x. 
d'une  équation  différentielle  de  premier  ordre  est  une  solu- 
tion singulière,  on  peut  se  dispenser  de  recourir  à  l'inté- 
grale générale  en  s'appuyant  sur  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  sujfisante  pour  que  la  solu- 
tion j  =2  o  rie  r équation  y=(si[x^j')  soit  une  solution 

singulière  est  que  -r—  devienne  injini  pour  y  =  o. 

(  Zajaczkowski,  Archiva  de  Grunert,  1874). 
Posant  en  effet  j^  =  a  4-  «,  on  applique  le  théorème  à  la 
transformée  en  u.  , 

Dans  le  cas  actuel  on  fait 


y  =r.  \ja^  —  .r'  -f-  «,       y'rt'  —  x^  zzz  a, 


et  il  en  résulte 


X yjiû  A-  9  au  4-  fi  T 


a* 


d'où  Ton  déduit  que  j^  =  a  est  une  solution  singulière. 

583.  La  remarque  du  numéro  précédent  fait  voir  que  la 
première  solution  est  une  intégrale  particulière  et  l'autre 
ime  solution  singulière. 

584..     y  =  4^' '^*-    ( Remarque  du  n"  582.  ) 
La  substitution  j^*  =:^  vtz  conduit  à  l'intégrale  générale 

Cj2—  C'.r'— a'--  o. 
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585.  ^*  —  4-^  =  o-     { Remarque  du  n"  582.  ) 

La  substitution  y  -=.  zx  conduit  à  Tintégrale  générale 

586.  j* —  4-^  =  0  ne  fournit  pas  une  solution.  La  sub- 
stitution \jj* — ^^=^y — ^-^  conduit  à  T intégrale  géné- 
rale 

(/-«)l(/-+-«)'+4]^ 

(  -  î 

-f- 4  logj  [r  +  w)'4- 4]' -hr -4- «  j  =  c, 

où  Ton  a  fait^' —  /^x  =^  oi)*. 

587.  Les  solutions  particulières  se  trouvent  parmi  celles 
qui  satisfont  à  l'équation 

L'application  de  la  remarque  du  n®  582  montre  que  x  =  o 
et  j^=  o  sont  des  solutions  singulières,  et  que  la  solution 
y  =  X  est  particulière. 

La  substitution  ay  =  z' j:  conduit  à  l'intégrale  générale 

§  XVIL  —  Equations  différentielles  simultanées. 

588.  En  éliminant^,  il  vient 

d'x         dx         ,  *-         o  . 

r/z»       ^  lit        ^ 

et  par  suite, 

3i        5         1 

196     i4      o 

98       7         24  3 
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589.  ^  =  -^  e'  —  ^  e"  -f-  (C,^  4-  C)e-*', 

590.  On  trouve,  en  éliminant  r  et  z, 

"!!£.  _  U'b  -h  «"c  -f-  b^'c')  ^  -4-  (a'  è"c  -+-  û''6c')j:  =  o, 
dû         ^  '  dt        ^  ' 

dont  l'intégrale  est 

a,  6,  y  étant  les  racines  de  Téqnation 

Connaissant  x,  on  trouve  facilement  j)"^  et  z  exprimées  en 
fonction  des  mêmes  constantes  arbitraires. 

591.  ^—  -— -\~  C,cos(/zr-+-  a)  H-  CjC0s(X'^-f-  6), 

ba —  ab 

cW  —  bc'        h'A-b^ 

X  =±=  -7-^ C»  cos^^  -4-  a 

CuCOS(Af-f-  5). 

/^*  et  A*  sont  les  racines  de  l'équation 

v}—{a''\-b)n-\-  ba'  —  ab'  ==  o, 
et  Cl,  Cj,  a,  ê  désignent  des  constantes  arbitraires. 

592.  J7  =  ces 2^ —  2sin2^  -f-  cos^  4-  Ci  ces  {t\fi  -^  a) 

H-C,cos  (/v^3-f-e). 
La  valeur  de  j^  se  déduit  facilement  de  celle  de  x, 

593.  On  obtient  une  équation  qui  ne  renferme  plus  de 
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termes  indépendants  des  dérivées,  en  éliminant  ni  entre  les 
deux  équations  du  système.  On  trouve  ainsi 

r/^Ô  elr  dB  .    .  ^ô'  .    .  d'r 

rcosO  — h  2  COS0  -r  -, rsinO  ——  -h  smô  -—-  ==  o. 

ell^  i/t  dt  dt^  dt 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  dérivée  se- 
conde de  r  sin0  par  rapport  à  t\  donc 

(3)  rsinG  ^^  at  -h  b^ 

a  et  b  désignant  des  constantes  arbitraires.  D'un  autre  côté, 
si  Ton  multiplie  l'équation  (i)  par  sin0,  l'équation  (2) 
par  cos9  et  qu'on  retranche  le  premier  résultat  du  second, 
il  vient 

d'r  ^dB^  .    .  ^9  •    .dr  d(i 

cosô  — r  cos9 r  sm 6 2  sm 9  - — ; /w  =  o, 

dt'  dt*  dl^  di  dt 

équation  qui  se  ramène  à 

d^  { r  cos  0  ) 

m  m  ; 

dt' 

par  suite, 

(4)  rcosO  — hC^-t-C. 

Les  relations  (3)  et  (4)  donnent  la  solution  du  problème. 

594.  Multiplions  la  première  équation  par  x,  la  deuxième 
par  j^,  la  dernière  par  z,  et  posons 


il  vient 


Ç=   I    .Tjrzdt\ 


^.[c  —  a) 

r  =  — i — ?-+^> 

lia  —  b) 
s'  =  -^ <3>  -f-  7 , 
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0r,  o,  y  étant  trois  constantes  arbitraires.  Oii  déduit  de  là 


-=7;=[(^^-)  C-^?^'-)  C-^-»-)]'- 


Cette  équation  ne  peut  s'intégrer  généralement  qu'au 
moyen  des  fonctions  elliptiques,  ç  étant  exprimé  en  fonction 
de  t,  on  aura  aussi  j^  et  z  en  fonction  de  la  même  variable. 

Les  équations  proposées  se  rencontrent  dans  le  problème 
du  mouvement  d'un  corps  solide  qui  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force. 

595.  Les  équations  données  reviennent  aux  suivantes  : 

d}.r.  __  dK  .T       d}y  _d^  y        rPz        dK  z 
^'^  dt^  ~~  'dr   r^       dt'  ~^  tir   'r'^      dt'  ""  dr   V 

On  en  tire 

xdy  —  yd.r.-=i  Ci dl^     y  dz  —  zdy  zrzC^dty     zdx  —  xdz=.  Q^dt, 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  carrés  de  ces  équations, 

le  résultat  peut  s'écrire 

( 2)  (.r»4-  f  -+-  z^)  {dx'  -\-  dy^  -h  dz^)  —  {jc  dx  -\-y  dy -\-zdz)'^z=z A^dl\ 

A*  représentant  la  somme  C J  -h  C^  ^-  CJ . 

D'ailleurs,  en  multipliant  les  équations  (i)  respective- 
ment par  2^07,  arfy,  2dz  et  ajoutant,  il  vient,  2B  dési- 
gnant une  constante  arbitraire, 

dx^  -h  dy^  4-  dz^  zi=  2(R  -+-  B)dt\ 

ce  qui  permet  de  mettre  Téquation  (  2  )  sous  la  forme 

(3)  (xdx-hydy  -\-zdzY  =  [2r2(R  -h  B)  —  A}]dt^  =  r^drK 
On  tire  de  là 

(4)  «//  =  [2r»(R-{-B)  — A»]  *rdr, 
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et,  en  difierenûant, 


Ce  résultat  permet  de  déduire  de  la  première  des  équa- 
tions une  relation  qui  ne  renferme  plus  R  ^  on  trouve  ainsi 


ou  bien 


fi*  K       x  d}r        A'  .T. 


d  Td   /.r\  "1         A»  X 
dil      7t\7)  ]'^7*  7 


Changeons  de  variable  indépendante  et  posons 
Ja  relation  précédente  devient 


'(; 


X 

-\ —  —  o. 


df 
et  par  suite 

.T  . 

-  =z  g^C0Sff-\-  hx  sin tf. 


On  aurait  de  même 


—  =  g'j  ces  «p  4-  ^2  sm  y , 


2^  r      • 

-  =zg^cos<f  -h^aSirifj). 


On  tire  d'ailleurs  des  équations  (4)  et  (5) 

t-\-a=  M  az-'lR  -f-  B)  —  A»]"  'rdr^ 

ç  -t-  6  =  I  Ar-»[2/  '(R  -h  B)  —  A']^dr. 
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Les  constantes  arbitraires  A,  6,  a,  6,  gfi,  /zi,  . . .  ne  sont 
pas  toutes  indépendantes.  En  effet,  en  élevant  au  carré  les 
valeurs  de  .r,  y^  z  et  ajoutant  les  résultats,  on  trouve 

I  :=.  cosXg'î  -4-  s\  -h  s\)  4-  ûnHXh\  -\-h\-\-  h\) 

Cette  relation  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  tp,  on  en 
conclut 

ë\  -^  ê\  -^  S'a  =  ï  I 

de  plus,  6  modifiant  seulement  les  constantes  g^i,  /ii,  . . . , 
on.  peut  le  supposer  nul,  et  il  reste  en  définitive  six  con- 
stantes distinctes. 

Observons  aussi  que  les  intégrales  qui  déterminent  f  et  9 
ne  sont  pas  indépendantes.  Si  Ton  pose,  en  effet. 


S=f^[2''(R-)-B)-A»r, 


on  a 


'-^*  =  rf5'    ^^^  =  -dÂ' 

Si  R  =  -9  (x  désignant  une  constabte,  le  calcul  précédent 

donne  la  loi  du  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par 
une  force  centrale  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance. 

Ce  calcul,  dû  à  Binet,  a  été  appliqué  par  lui  au  cas 
d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

{Journal  de  Liouville,  t.  II.) 


368  CALCUL    INTÉGRAL. 

§  XVIII.  —  Equations  linéaires  aux  dériv^ées  partielles 

du  premier  ordre, 

596.  Il  faut  intégrer  les  deux  équations  simultanées 

dx  dr      y  (iz 

a:  y  x^ 

On  trouve 

C  ^        ,.f       ^^ 

d'où,  en  désignant  par  f  une  fonction  arbitraire^ 


x^ 


597.  Les  équations  à  intégrer  sont 

X  A-  Y 
dx  :izi  —  dy=.  dz\ 

I 

la  première  donne 
et  par  suite 


z 


jr  -f-  a;  =  C, 


598.  On  a 


d'où 


z  =z  ae^'=  ^•^ry(x  -:.  y). 


dx       djr        dz 

y  X  z 


z  —  (x-hj),j-(j'  —  x^). 

dz 
599.     xdx=ydy=y'^  —  \ 

z 

d'où 
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d.r        dr        z  dz 
600.      —.-—=: -, 

X      r       xy 

y  z=z  Qx,      z"  =z  Cx^  "h  C, 


601. 

dx         dy          dz 
xy^        y^        axz^ 

aC 

xy  —  Cy     z  —  ÇIe   ^y* 

602. 

dx              dy               dz 

I    ^         a         e^'  cospy  ' 

on  tire 

de  là 

r»»- 


m  cosp  (  C  —  a.r)  —  an  sinp  (C  —  ax)       ^, 

zr=^' ^-^ T"- — :  , 4-  C 

__        m  cospy  —  ap  sin/>  r 

/»»  -h  a^p^  ' 

et  par  suite 

/wcospr  —  ^psinwr 

m^-ha^p*  ^  ^ 

gQo        ^Jf ^Jf ^ j^ . 

*        I  b  c         xyz^ 

d'où 

£/  ^=  —  rz  —  -rribz  -h  cy)  -\-  hc \~  ^{y  —  bx^  z  —  cx\. 

2  D  12 

_^  '  <7.r  <T?r  dz 

604^. 


La  première  des  équations  peut  s'écrire 

xdy  —  y  dx  -{-  X  dx  -^  y  dy  z=.  o* 

qui  s'intègre  immédiatement  au  moyen  des  coordonnées 

Fbcket.  —  RecueU,  24 
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polaires,  et  donne 

arc  tang  -  ■+-  log(-r2  -h^»)*  =  C. 

.r 

On  a  aussi 

ffz        xflx  -^  ydy 

cVoii 

et  par  suite 

r:=  {jc*  ^-^*)^?    aictang^  4-  log(a:»-4- j*)'    . 


z  r- 


605.     cos.d.  =  ^  =  'J^y'; 

a         zcC'Sy 


z  =z  [s\iijrYff[y  —  «sinjr). 


H.r  dr  dz 

606.  "       *" 


r  —  bz        az  —  x        bx  —  ay 

multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a,  ceux 
du  second  par  h  \  chacun  de  ces  rapports  sera  égal  à 

a  d.r  -\-  h  dy  -f-  tlz 

: , 


•        • 


ce  qui  exige  qu  on  ait 

ax  -\-  h  y  -4-  z  =  C. 
On  trouve  semblablement 

d'où 
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dx  dy        y  dz 


607.     —  =  ^4  — 


a:*         y"^  a:*    ' 


j?'  .r  /  r  —  X 


£  =  H f-  *(  - 

2J         2         ^V     x/ 


608.     —  =  -^== j-j 


^xzi^a}  —  2*) 


2 


=  asin[xr  +  y(j)] 


609.       ^  =  -^^^:=î^, 

Soit  fait 


dx  dy 

—  rz:  rf«,       : =^  d^  \ 


doù 


Jî=rr  <?», 


II  en  résulte 


Z=~j -.-+^(p__^), 


et  par  suite 


«=|[('^-r*)'-^7j 


-^[(-Hrr-r]iog:r-^,[ii±4^ 


610.      «  =  r    "^'^  .     -4-  z'^  ( -,   ^]  . 
(i  — a)z  ^  \z      z/ 


24. 
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^..                d,T                        fly                         dz                         du 
611. =  ^ =:  z=i — 

Ajoutons  terme  à  terme  ces  rapports  égaux,  il  vient 

d{.T  -^  r  -f-  z  -4-  tt)  dx  dv 

3(x -i-y -\- z -{- u)        jr -h  z -h  u        3v 

en  posant 

D'ailleurs,  on  a  aussi 

ffy  —  dz  d(jr  —  z)         dv 

d'où  résulte 

v[r-zY=zC. 

On  trouve  encore,  à  cause  de  la  symétrie, 
Téquation  intégrale  est  donc 

§  XIX.  —  Équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

On  sait  que  pour  intégrer  l'équation    • 

où 

„-à/  df 

on  pose  le  système  des  équations  simultanées 

.    .  dx dr dz         —  dp     —  dq 
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dont  on  détermine  une  intégrale 

contenant  au  moins  Tune  des  quantités  p^  g  et  une  con- 
stante arbitraire  C.  Cela  fait,  les  équations  (i)  et  (  2)  four- 
nissent pour  p  qX  q  des  valeurs  qu'on  porte  dans  Téquatiou 

dz  zz^  pdx  -4-  qdy^ 

et,  en  intégrant  cette  dernière,  on  a  V intégrale  complète 

(3)  ç>[j7,^,z,  C,C,)  =0, 

renfermant  les  deux  constantes  arbitraires  C  et  Ci. 

L'intégrale  générale  est  donnée  ensuite  par  le  système 

dans  lequel  on  suppose  que  Cj  est  une  fonction  arbitraire 
de  C.  Ce  système  se  remplace  par  une  équation  unique 
quand  on  peut  éliminer  C  entre  les  équations  (4)» 

Si  enfin,  considérant  C  et  Ct  comme  des  quantités  indé- 
pendantes, on  les  élimine  entre  les  équations 

09  do 

on  obtient  la  solution  singulière  de  (i). 

11  suffira  donc,  dans  chaque  exercice,  de  déterminer  une 
intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 


(0 


612.  Les  équations  (S)  p.  3^2  deviennent  ici 

d.v     df  dz  dp  dq 

nipf^~^       mq'"'-^       m  2"        npz'^~^        nqz'^"^ 
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De  la  solution  p"'=  Cz"  résulte  ^"^  (i  —  C)z'".  el  par 


suite 


m—n 

mz~^         -  - 


f«)  =  C"  X  4-  (i  —  QY'y  -f-  C,. 

Une  autre  solution  du  système  (i),  g  =  Cp^  conduit  à 
l'équation 


m—n 


mz  *"  X  -4-  Cr         _ 

m  —  n  1 

qui  se  ramène  facilement  à  la  précédente. 
Si  m  =  n^  l'équation  (2)  devient 

1  JL 

\ogz  =  C"  X  -+-  (i  —  C)"»  j  -h  C 

613.  Du  système  des  équations  simultanées  (S)  (p.  87 2), 
on  tire  ici 

y€f.v  —  xdy       pdq  —  qdp 
2.XX         ""  pq 

ce  qui  conduit  à 

'   et  donne  l'intégrale  complète 
On  aurait  pu  se  servir  de  Téquation 

dz  dp 

au  moyen  de  laquelle  on  trouve  successivement 

[(  logCî)'—  4-f  f  =  2j^+  c.. 
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Observons  enfin  que  Téquation  propo<«ée  peut  s'écrire 


\zdx  J 


dz 


5 


y^Jà})=  '■ 


ce  qui  conduil  à  faire  z  =  e^^  et  donne  l'équation 

dz]  dz] 

d'où   la    fonction   a  disparu    explicitement.    On  simplifie 
davantage  encore  en  posant 

et  Téquation  à  laquelle  ou  a  rive  a  pour  intégrale  com- 
plète (n^  G12) 

z.  z=z  Cx,  -t-  v/i  —  C'Xx  -\-  C„ 
d'où  résulte 


log2=:  ■lCsJx.-{-'2.\ll  —  C\!x-{-  C 

Bli».  Poui  former  le  système  des  équations  simullanies, 
il  y  a  avantage  à  mettre  la  proposée  sous  la  forme 


ce 

qui 

don 

ne 

rq-'- 

-  .Tp~^  — 

-  a  —  o, 

dr 

1 

dy 

dp 

'/" 

r/7 

xp~ 

-1 

On 

tire 

de  là 

r 

Cj-, 

et  par 

suite 

z  : 

C.r»              C) 

r-f-C, 

• 

2(1  H-  a  (Jj 

Observons  qu'on  aurait  pu  ramener  l'équation  proposée  à 
la  forme  plus  simple,  facilement  intégrable, 

P'-q  -     arq  —  o, 

en  y  remplaçant  x  par  sjix  qIj  par  \Jiy. 
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On  ramènerait  aussi  Téquation 

à  la  même  forme  en  changeant  convenablement  les  va- 
riables. 

615.  Du  système  des  équations  simultanées  on  tire 

pdg  —  qdp ydx  —  xdy 

<iP  '"  -^J  ' 

il  (m  résulte  l'intégrale  complète 

Z  =  C,.r       ^    j^-(C  +  l.^ 

616.  On  trouve  pour  l'intégrale  complète 

On  aurait  pu,  ce  qui  est  souvent  utile,  faire  disparaître  la 
fonction  avant  d'intégrer.  Si  Ton  pose,  en  effet,  a)  =  y(z), 
c?  étant  une  fonction  à  déterminer,  il  en  résulte 

•^:=:p,=:f  {z)p,       -^  —  q,r=^'[z]q, 

et  l'on  voit  qu'en  faisant 

on  est  ramené  à  l'équation  plus  simple 

p7  =  qt^ 

dont  l'intégrale  complète  est 


/[. 


M  =  I  [/{z) ]'"-'  dz  =  Cx-h  C'y  +  C 


617.  Soit,  pour  abréger, 

/,(.r)=X,    /,(r)=Y,    /,{z].=  Z; 
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OU  fera  disparaître  la  fonction  de  Téqualion  donnée  en 
posant  (  n^  616  ) 

et  la  transformée  pourra  s'écrire 


Il  est  clair  qu'en  faisant  ici 

on  est  ramené  à  une  équation  de  la  forme  p"'^=z  q^  consi- 
dérée dans  le  numéro  précédent  et  d'où  résulte  pour  l'in- 
tégrale complète  de  la  proposée, 

/  Z^'^'dz  =z  C  I  y."^'cLjc  +  C"   /  Ydy  -f-  C,. 

L'équation  donnée  a  été  intégrée  par  Lagrange  [Mém,  de 
Berlin,  1772)  en  suivant  une  marche  qui  paraît  moins 
naturelle  que  celle  qu'on  vient  d'indiquer. 

618.  Comme  on  peut  faire  disparaître  z  de  l'équation  en 
posant  z  =  e",  il  suffit  de  considérer  celle-ci  : 

Du  système  d'équations  simultanées  qui  en  dérive,  on 

tire 

d[x  ^~y] —  d[p  -f-<y) 

l[p  -\-  q)  -v  .T.  -\- y~~  p  -\-  q  —  [^[x  -^r  j) 

d[x—  x) —dlp-^q] 

2,[p  —  q)-\'X —y  p  —  q 

d'où  résultent  les  intégrales 
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OÙ  Ton  a  C'=  — C,  en  vertu  de  l'équallon  (i). 

On  en  conclut,  pour  Tiiitégrale  complète  de  la  proposée, 

H- / \f[.c^j'j'—C(l[.c -  r  1  +  G,. 
619.  Du  système  des  équations  simultauées,  on  tire 

par  suite, 

fix      C'.r  —  z 
dz  =:  C ! -7—  dz, 

y     j  —  ^y 


Cette  équation  s'intègre  en  posant 

O  .r  —  z 


u, 


et  donne 

j2  r=  ce,  »  -}- C  r  —  C. 

Il  y  a  la  solution  singulière  (p.  3 78) 


tégrale 


620.  Le  système  des  équations  simultanées  donne  Tin- 

q  =  C/?, 
au  moyen  de  laquelle  on  tire  de  la  proposée 


iapC=z  —  z'[x-^Cy)±\,lz'[x  -f-  C/y—  ^aCz\ 
Posant 

l'équation  dz  =  pdx  -\-  qdj  se  met  sous  la  forme 
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«e  qui  donne  Tîntëgrale  complète 

Ciz{.r-\-Cy  -hC.)  +  nCz=o. 
Il  y  a  la  solution  singulière  X)  z  —  a=  o. 

621.  Le  système  des  équations  simultanées  donne  l'inté- 
grale   r/  =  C/>,    d'où    résulte,    en    faisant    x  4-  Cj  =  w, 

,y(i,C)  =  (?„ 

par  suite, 


•équation  qui  s  intègre  en  posant 


^w'  H-  S'^,  =  w  -4-  //, 

-et  donne  l'intégrale  complète 

(i)  ii*—  3/'(x  -f-  Cf)  -f-  (^  -+-  Cj)»  =  C, 

où  l'on  représente  par  l  l'expression 

[{.v  +  CrY^zf{i,c)f- 

La  recherche  de  Tintégrale  singulière  conduit  k  la  solution 
^  =  o  qui  rentre  dans  (i  ). 

622.  p  =  Ctf  étant  une  intégrale  du  système  des  équa- 
tions simultanées,  on  en  déduit 

1  * 

q  ^7C^  {z—  aC-h  )/ùCy  -f-  (3  —  flC  —  v'^)'. 

et,  par  suite,  pour  l'intégrale  complète, 

(3  _  ,,c -+- v/^c)' —  (^  -  £ïC  -  v'^^^0' --^  ^^- (r -H  c.r  +  C). 

On  trouve  une  autre  forme  de  cette  intégrale  en  partant 
de  r  équation 

7.q*clc=z  dq[ç^-h  2.a), 
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qui  donne 

(i)  ç'—  :iq[x  4-  C)  —  2a  =  o, 

et  conduit  à  celle-ci, 

en  y  regardant  q  comme  une  fonction  de  x  représentée 
par  Téquatiou  (i). 

Il  en  résulte  l'intégrale  complète 

c'est-à-dire 

z[[x  +  C)  lii {[x  H-  C)'^  -+^"2^/ j' 

■=  g  4-  (j-  -+-  C.  )  [(a:  -4-  C)  dz  v/(^ -f- G)^ -+- 2aj'. 

Si  Ton  fait  a  =  2,  J  =  o  dans  la  proposée  et  qu'on  y 
remplace  ensuite  z  par  22  —  2  a,  on  retrouve  une  équa- 
tion traitée  par  M.  Imschenelzki  i^Sur  l'intégration  des 
équations  aux  déwées  partielles  du  premier  ordre.  Tra- 
duction Houël,  p.  37). 

§  XX.  —  Calcul  des  variations. 

Formules  générales  : 
V  =  F (.r,  j^, y?,  <7, . . .  ) ,      ^ V  =: Mf/.r  -{-  N Jj  -^Vdp-h  Qdq  +  ... 

P='—^      q  =  -^\ 
dx  dx 

'     '  Sdx  =:  A,,  —  A,,  -4-   /     *Bw  dx. 

Ax,  représente  ce  que  devient  la  fonction  A  quand  on  y 
remplace  les  lettres  qui  y  entrent  par  les  valeurs  qu'elles 


SOLUTIONS.  38 1 

prennent  à  la  limite  x  =  Xi\  A^^^  a  une  signification  ana- 
logue. D'ailleurs, 


-!-(ÎJ    P -{■  — .. 


(tx  dx 

r/P        ^'Q        f/^R 
DcnlN h  — -f  — 


dx         dx^  djL* 

(i)  A^j  — A,„=n  o,     équation  aux  limites; 

(2)  B    =0,     équation  indéfinie. 

Si  V  renfermait  Xq^  jCi,  Jq^  j^i,  /7o,  /?i,  ••  valeurs  de  x,  j  ., 
p , .  .  . ,  relatives  aux  limites ,  on  ajouterait  au  premier 
membre  de  Téquation  (i)  la  quantité 


'âx,  /       —-dx-h  Sf,  I       -— 


</j?  -1- .  .  . 


H-  o:r,  1       — —  dx  H-  oVi  I       -7-  ^^^  H-  •  .  .  . 

Lorsque  la  fonction  V  ne  contient  pas  de  dérivée  d'ordre 
supérieur  au  second  et  qu'on  suppose  en  outre  M  =  o , 
l'équation  (2)  se  remplace  par  celle-ci  : 

-^  ax 
et  si  l'on  a  à  la  fois 

M=:  o,     N  ==  O, 

elle  se  remplace  par  la  suivante  : 
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Lorsque  V  renferme  plusieurs  fonctions  de  or,  chacune 
d'elles  donne  lieu  à  une  équation  de  la  forme  (2),  à  moins 
toutefois  qu'elles  ne  satisfassent  à  une  ou  plusieurs  équa- 
tions données. 

623.   En  égalant  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale  pro- 
posée, on  trouve 

Si  Ton  fait  tourner  autour  de  Taxe  des  x  la  courbe  repré- 
sentée par  cette  équation,  la  surface  qui  en  résulte  ren- 
ferme un  volume  qui,  parmi  tous  ceux  de  même  masse,' 
exerce  l'attraction  maximum  sur  un  point  de  Taxe.  L'at- 
traction est  supposée  proportionnelle  aux  masses  et  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

62^1^.  L'élément  de  la  surface  en  question  est 
p  désignant  le  rayon  de  courbure^  on  a  donc 


Gomme  x  et  y  n'entrent  pas  explicitement  sous  le  signe, 
on  trouve,  d'après  les  formules  générales. 


ou  bien 


=  C/. -f-C; 


ce  qui  peut  s  écrire  encore 


_  Cp-\-C  ___  Cdy  -h  Cclr 
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Par  un  cliangement  d'axes  convenable  on  obtiendra 


ou  bien 


p  =  —  2û-7-> 
'  as 


ax  =  —  a  '. :> 


dont  l'intégrale  est 


X  —  b  - 


On  déduit  de  cette  dernière 


dy 


^^^(jzn-^)  > 


équation  différentielle  d'une  cycloide. 

Les  quatre  constantes  qu'introduit  l'intégration  complète 
sont  déterminées  par  les  conditions  de  la  question.  Dans  le 
cas  où  Ton  donne  les  points  extrêmes  A  et  B,  sans  donner 
les  tangentes  en  ces  points,  l'équation  aux  limites  se  réduit  à 

Q,^/7,  —  Qo^/7o  =  o     ou     Q,  =  6,     Qo  =  o; 

par  suite, 

^,  nr  X  ,       <7o  —  X  ; 

les  points  A  et  B  sont  donc  les  points  de  rebroussement  de 
la  cycloide. 

625»  Cette  question  est  celle  du  numéro  précédent  géné- 
ralisée; elle  se  traite  de  la  même  manière.  On  trouve  en 
effet,  pour  l'équation  différentielle, 

8n  +  i  8/i-t- 1 


r 
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OU 

r 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 


=  C/»  +  C, 


f  =— 1' 

En  changeant  convenablement  les  axes,  cette  équation  de- 
vient 

Kp  K 

P"™ r  = r  • 


(»+/»')' 


{?-')' 


Prenant  maintenant  Taxe  des  x  pour  l'axe  des  j^  et  récipro- 
quement, et  désignant  toujours  par  la  lettre  p  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente,  on  a 


K 


(•; 

f  - 

(•  +/»•)' 

Substituons  à 

P 

sa 

valeur 

■"^p'Ydr 

pdp 

et  intégrons,  il  vient 


n 


On  peut  démontrer  que  dans  les  courbes  définies  par  cette 
équation  diflcrcntielle  le  rayon  de  courbure  est  propor- 
tionnel a  une  puissance  de  Tordonnée.  On  tire  en  effet  de 
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réquatîon  (i) 

np^'^dp  =  —  K(n-  p^)'  ^dp  r=  —  K  — , 

r 

et  par  suite 
ou  simplement 

en  changeant  convenablement  les  axes. 

(O.  Bonnet,  Journal  de  Lioui^ille,  t.  IX.) 

626.  Soient  r  et  9  les  coordonnées  polaires  d*un  point 
quelconque  de  la  courbe,  ds  Télément  de  Tare,  /'o  et  i\  les 
valeurs  de  r  qui  correspondent  aux  constantes  j:©  et  x^^  si 
l'on  fait  seulement  varier  0,  ce  qui  est  permis,  la  condition 
du  maximum  ou  du  minimum  donne  Téqualion 


et  par  suite 


^^'•"■"^^l^^o, 


d^z= 


Cette  équation  intégrée  (n°  411)  prend  la  forme 

r"-»-' ces ( 72* H-  i)  (Ô  —  0o)  —  C  =:  r«  +  *        (n*>  242). 

Les  courbes  que  cette  équation  renferme  jouissent  de  la 
propriété  de  représenter,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  les 
intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce  (Serret,  Journal 
de  Liouv^ille,  t.  Vil).  On  les  obtient  aussi  en  cherchant  la 
figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible,  homogène,  dont  la 
tension  varie  d'un  point  à  l'autre  proportionnellement  à 
l'épaisseur,  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par  une 

Frenet.  —  Becueil.  ^"^ 
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force  centrale  en  raison  inverse  de  la  distance.  (O.  BonkeT) 
Journal  de  Liousfille,  t.  IX.) 


627 


'       (.r  —  x^fds 

I       [n{x  —  x^)"-'  {dx  —  Sto)  -i-  {x  —  x^Yd$s], 

On  a  d'ailleurs 

ds^  =z  dx^  -{-  dy"^  -f-  r/z», 

et  par  suite 

d$s  z=i  ---  dèx  -+-  —  ^^r  -I-  -r  ^^z. 
«5  a^  as 

Après  avoir  substitué  cette  valeur  dans  la  première  équa- 
tion et  intégré  par  parties  pour  faire  sortir  du  signe  /  les 

diiïérentî elles  des  variations,  on  arrive  aux  équations  sui- 
vantes : 


(!) 


r  —  X^Y'U/s  =  O, 


n(x  —  x^y-^ds  r=  o, 
A  représentant  Texpression 

Les  deux  premières  suffisent  pour  déterminer  la  courbe. 
On  en  tire 

donc  la  courbe  est  plane.  Si  on  la  suppose  située  dans  le 


^ 
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plan  des  x.,j^  il  faut  intégrer  Téquation 

Cette  équation  revient  à  la  suivante  : 


ou  plus  simplement 

dont  il  est  facile  de  trouver  les  cas  d'intégrabilîté. 

Si  71  — )  la  courbe  est  une  cycloïde  et  le  calcul  qui 

précède  est 'celui  de  la  brachistochrone , 

Cherchons  ce  que  devient  l'équation  aux  limites  quand 
les  deux  points  Pq  et  Pt  répondant  à  Xo  et  Xi  ne  sont  pas 
fixes,  mais  assujettis  à  rester  sur  deux  courbes  données  Co 
et  Cl.  Les  variations  des  points  extrêmes  étant  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre,  on  a  d'abord 


A,j  ^r.  o,     ou 


1  (Iv  ^  dy  .  dz  ^\ 

\ds  ds    '  ds      1^^  ' 


c'est-à-dire  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  P  est  per- 
pendiculaire à  la  tangente  au  même  point  de  la  courbe  C,. 
On  a  aussi 


d.r  ^  dy  ^  dz 

QZ 


(3) 


\  ^  '    \ds  ds    *^         ds 

-h  §j^  I       n  (.r  —  .ro)«-'  ds  -—  0, 

D'ailleurs,  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 

dx     r,  ^    d.r~\  , 

■^dU:r  -  .ro)«  —  J  -  ,i(^  ~  x.^-'dx  =  o. 


23. 
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d*où  Ton  tire 

I      n{x  —  x.Y'^ds  =  1  (^  —  X.)»  —1    —  I  (x  -  x.)r£ 
L*équatîon  (3)  devient  alors 

[(X  -  X.)-  ^£'JS.,  +  [(.  _  x.)«  g]^  J^. 

Dans  les  multiplicateurs  de  âjo  et  5^©  on  peut  remplacer 
l'indice  x^  par  l'indice  Xt,  car  on  a,  pour  tous  les  points  de 
la  courbe, 

(.r  —  Xo)"  -7-  r=:  const.,      (or  —  x^r-r  =  const. 
^  as  as 

L'équatîon  (4)  ainsi  modifiée  prouve  que  la  tangente  à 
la  courbe  cherchée  au  point  Pj  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  au  point  P^  considérée  comme  appartenant  à  la 
courbe  C^. 

L'intégration  des  équations  (i)  introduira  quatre  con- 
stantes, et  il  y  aura  en  outre  à  déterminer  les  six  coordon- 
nées des  points  P,^  et  Pi.  Il  est  facile  de  voir,  d'après  la 
méthode  générale,  qu'on  obtiendra  en  tout  dix  équations 
pour  calculer  ces  valeurs. 

Les  courbes  renfermées  dans  l'équation  (2)  s'obtiennent 

en  faisant  rouler  sur  l'axe  des  j^  les  courbes  dont  l'équation 

est 

r^cosme  =  r^     (n°626). 

628.  Si  l'on  suppose  la  génératrice  du  cylindre  parallèle 
à  l'axe  des  z,  la  surface  a  pour  équation 

(l)  ff{x,f)=0. 
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La  condition  du  minimum  nous  donne,  en  supposant  les 
limites  constantes, 

D'ailleurs  la  relation 

déduite  de  (i),  permet  de  réduire  à  deux  les  variations  sous 
le  signe.  Il  en  résulte  alors  les  deux  équations  suivantes  : 

(3)  4  =  0. 

dont  la  dernière  est  une  conséquence  des  relations  (  i)  et  (3) . 

L'équation  (3)  apprend  que  pour  toutes  les  surfaces  cy- 
lindriques la  tangente  à  la  ligne  minimum  fait  un  angle 
constant  avec  la  génératrice.  Ce  résultat  était  facile  à  pré- 
voir. 

Si  le  cylindre  est  droit,  la  courbe  a  pour  équations 

x"  -\'y^z=zo}^ 

z  ■=.  bs\ 

c'est  une  hélice. 

629*  Il  s'agit  de  rendre  maximum  l'intégrale 

I       (ydx  —  ajrds). 

On  trouve,  en  faisant  varier  seulement  l'abscisse, 

dx  , 
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et  par  suite 


Cette  équation  n'est  pas  întégrable  en  général,  mais  on  peut 
toujours  obtenir  s  en  fonction  dey.  On  a  en  effet 


ce  qui  s'intègre  sous  forme  finie. 
Si  J=  o,  la  courbe  est  un  cercle. 

630.  La  théorie  des  maxima  et  minima  relatifs  donne 
l'équation 

[(X^-]~  2ax)da:  -\-  ibds]  =:  o. 

Si  Ton  fait  seulement  varier  Tabscisse,  il  en  résulte  1  e- 
quation  différentielle 

r'  -+-  2ar  H-  2  6  — -  r:=  C,     • 

as 

ou 

,  d.r         _ 

[y-^ay-V-ib—  —  C, 

as 

ou  bien  encore 

d.r 

et  par  suite 

dric  —  r'^ 


<Lt- 


[/^b^-^[Q-^y-Yy 


C'est  l'équation  de  la  courbe  élastique  (n**  571).  C'est 
aussi  celle  de  la  courbe  que  décrit  le  foyer  d'une  ellipse 
ou  d'une  Tiyperbole  dont  le  grand  axe  est  ai,  et  qui  roule 
sans  glisser  sur  l'axe  des  x  (n®  686). 
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631.  La  question  revient  à  trouver  la  fonction  de  x  qui 
rend  minimum  le  produit 

\       (^-4-77»)^/.r  X  /       ydx. 

Or,  si  l'on  cherche  en  général  à  déterminer  une  fonction  j^ 
telle  que  le  produit  UV  soit  maximum  ou  minimum,  U  et  V 
désignant  deux  intégrales  définies  quelconques  prises  entre 
les  mêmes  limites,  on  est  conduit  à  la  relation 

U^V-hV(ÎU  =  o. 

Les  multiplicateurs  des  variations  sont  ici  des  constantes 
qu'on  pourra  calculer  dès  que  la  fonction  sera  connue. 

Dans  le  problème  proposé,  l'équation  à  laquelle  il  faut 
satisfaire  est  la  suivante  : 

A  et  B  représentant  les  valeurs  constantes  que  prennent 
respectivement  les  deux  facteurs  du  produit  (i)  pour  la  va- 
leur cherchée  de  j^. 

L'équation  (2)  peut  s'écrire 


^  fu':>  +(ï+/^')'J  ^f^  =  o; 


il  en  résulte  l'équation  diflerentielle 


cd.T  —  d =  o, 


et  par  suite 

(,v  —  ay  -h  [x  —  i^Y  ~  c\ 

u  est  manifeste  que  l'arc  de  cercle  qui  répond  à  la  question 
doit  tourner  sa  convexité  vers  l'axe  des  x. 
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Les  constantes  A  et  B,  dont  le  rapport  est  le  rayon  même 
<lu  cercle,  se  déterminent  au  moyen  des  intégrales  dont  elles 
expriment  les  valeurs. 

632.  y  variant  seul,  on  a 

'      s^dx^n  j      .s^-'djcSs. 

A  fin  de  faire  apparaître  sous  le  signe  la  différentielle  de  $5, 
on  pose 

il  en  résulte 

js^*dx$s=zms—  j¥Ld$s, 

et  en  ayant  égard  aux  limites,  qui  sont  supposées  constantes, 
'      s^-'dœ$s=i—   l       nd$s—j      $sdlHj-y 

L'équation  de  la  courbe  est  donc 


d'où 


«j=«' 


ds  ds 


et  par  suite 

.  dy        dy"^ 

//y 

Soit  fait  -j-  ==  M,  Téquation  (i)  devient 

a  du  ,  , 

_  _f_  5/1-1  ds=:0. 
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et  enfin 

,                       na  ds 
dy= Y- 

Pour  ra  =^  I,  on  trouve  la  cbainette. 

633*  Le  dénominateur  de  l'expression  proposée  ne  de- 
vant pas  changer  avec  la  nature  de  la  courbe,  il  suffit  de 
poser 

Cette  équation  devient,  en  ne  faisant  pas  varier  x^ 

[x^'ds$s  -f-  a:<fd$s)  =2  o. 

Afin  de  faire  apparaître  partout  sous  le  signe  la  différen- 
tielle de  âs^  on  pose 

1  X  ^'ds  =  H  ; 

d*où 

jx<^'dsSs=:ll$S'-  jBd$s, 

et  en  ayant  égard  aux  limites,  qui  sont  constantes, 


On  trouve  alors  pour  l'équation  de  la  courbe 
d'où  Ton  tire 

dy        dy* 

ds         ds^  ^  ' 
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et  par  suite  (n**  632 

ads 


ja.  +  [FW+C]'j' 
en  posant 

F(5)~  /  i^ds. 

Si  cj»  =  I,  on  trouve  la  chaînette. 

Le  cas  général  est  celui  où  Ton  cherche,  parmi  toutes  les 
courbes  de  longueur  donnée,  celle  dpnl  le  centre  de  gravité 
est  le  plus  bas,  en  supposant  que  la  densité  soit  en  chaque 
point  fonction  de  Tare  qui  y  aboutit. 

634.  Posons,  pour  abréger, 


dx  *  '      tlx 


~JZ  — ^1  »      TT — ^2  '  •  •  •  » 


on  aura,  p  désignant  le  degré  d'homogénéité, 

f  du         ,  du 

par  conséquent 

[       ,  »  ,  ^"  ,  ,  du 

i   pdu~y  d- f->    J-_--J-... 

i  au  ^  ,       du    ^  , 

D'un  autre  côté,  puisque  l'intégrale  /  udx  est  un  maximum 

ou  un  minimum,  sa  variation  est  nulle.  En  observant  que 
les  fonctions  j  ,,  j^,, . . . ,  j^^,  ne  sont  liées  par  aucune  rela- 
tion, il  en  résulte 

.du        du   .         .du        du   ^ 
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Par  suite,  l'équation  (1)  devient   • 

du    ,  du    , 

pdu  z=i  -—  fh\  -}-  -—  r/rj  H    . .  . 

au    ,  ,         du 

et,  comme  p  est  supposé  différent  de  i ,  on  en  conclut 

uz=C, 

Dans  le  cas  de  l'équation  (i),  on  trouve  pour  les  valeurs 
dej^'i  et  dej^,  satisfaisant  à  la  condition  donnée, 

Xiz=  [ax-h  by,     jr^-s=-\o^[ax-h  b)  -h  Car  H-  C,. 


*9* 
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QUESTIONS. 


635-  Vérifier  la  relation 

-H  (—  l)'"(.r  —  mh)P=:0, 

OÙ  Ton  a  m  ]>  ^,  inet  p  représentant  des  nombres  entiers. 

636.  Vérifier  la  relation 

(.r  -f-a)"«z=.r'"-f-  ^        j  a(x-f- 6)'"-' -f- .  .  . 

-h  a  {a  —  nh)'"-\ 

OÙ  Ton  suppose  m  entier  positif. 

(Abel.) 

637.  Soity(2)  une  fonction  de  la  variable  imaginaire 

z  =  x  -{-  îy-i  si  Ton  pose 

(l)  /(C)=:P-|-Q/, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  en  x  et  y^  on  a  généra- 


lement 


(a) 


(3) 


QUESTIOWS. 

an  F 

dnq 

dx^dx'^- 

-le        (^a:^-l(^«-AM  ' 

a«Q 

dx^'df'^- 

-A"  ~         dx^^-'^  ()yn-U-\  .  ' 

c)«P 

()«P 

âx^'  dy"'~ 

-A"  ""           (^27^-2  (^^«-A-4-2' 

a«Q 

c)«Q 

d^kjyri- 

-k            dx^-'^ùy"'   A-*-* 
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638.  Si,  dans  le  développement  symbolique, 


/=o 


qui  a  lieu  pour  une  fonction  /'(j:,j^,  z)  =  h,  entière  cl 

homogènedudegré/?,onreprésente(  Xj  -5 — '^  }'i  3 — ^  ^^'Â'^ 
par  A,  et  si  Ton  pose  en  outre 

on  a  les  relations 

^    '  (7«  (7a 

(^)  ^ 1^*"  = 7 71  ^î"'' «H 

^  1 . 2  ...  A:  I  .  9.  .  .  .  (  /i  —  a) 

•3)  £_^  =  X-A*-^, 

dans  lesquelles  a  désigne  Tune  quelconque  des  quantités 
a:,  7",  z,  et  ofi  Tune  quelconque  des  quantités  Xi,  ji,  r,. 

639.  Logo^  ne  peut  être  égal  à  une  fonction  rationnelle 
de  X.  ( Liou VILLE.  ) 
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640.  Déterminer  <f{x)  par  la  condition 

0 

G^-l.  Démontrer  que  la  fonction  cp(x)  est  identiquement 
nulle  si  Ton  a,  pour  toute  valeur  de  //, 


X 


.xff[x) (Ix  ^=.  o .     ' 


64-2.  Calculer  au  moyen  de  la  formule  WalHs,  pour  n 
croissant  indéfiniment,  la  limite  des  expressions 


11 


cos^^edO,     /z'    /      cos"-^* Ode, 

0  «/ u 

6W.   Etant  donnée  la  fonction 

X  =  [n, .r,  -f-  «jXj  -f- . . .  -h  a^.r„Y  -h  [hi x,  -h  6v.r..,-|-  . . .  -f-  ^„.r„)'  4-  . .  , 

OÙ  le  nombre  des  polynômes  élevés  au  carré  est  /i,  calculer 

roo  /»oo  ,-»oc 

i/.r,    I  (/xj.  .  .     I         dx„e~'^  =  K, 


puis  déduire  du  résultat  que,  si  les  variables  j?i ,  x^ sont 

des  fonctions  linéaires  de  n  autres  variables  yi^  /ïï--î^''ih 
de  telle  sorte  qu'on  ait 

X  --  A,j;  -h  A,j5  4-  ...  -h  A„c;, 

le  produit  At  A^ . . .  A„  est  un  carré  parfait. 

644.  Quelle  doit  être  la  relation  5  =  (jt(x),  pour  que 


r 


I 


soit  indépendante  de  /i? 
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645.  Quelle  doit  être  la  relation  s=:(f{x)  pour  que  l'in- 


tégrale , 


xYels 


soit  indépendante  de  h  ? 
64.6.  Etant  données  les  deux  équations 

dans  lesquelles  y^j,  y^j, . . . ,  p„  sont  des  fonctions  de  x,  dé- 
montrer que  toute  solution  de  Téquation  (i)  est  un  facteur 
qui  rend  intégrable  l'équation  (2),  et  réciproquement. 

64-7.  Étant  donnée  l'équation 

dlK  — 

^  .h  GV  :^  O  , 


d.T 

dans  laquelle  V,  K  et  G  sont  des  fonctions  de  x,  K  restant 
constamment  positif,  démontrer  que  V  et  —  ^^  peuvent 
s'annuler  pour  la  même  valeur  assignée  à  x,        (Sturm.) 
64-8.  Si  Ton  connaît  une  intégrale  première  de  l'équation 

on  peut  toujours  obtenir  son  intégrale  générale  au  moyen 
des  quadratures .  (  Jacobi  .  ) 

649.     Soit  l'expression 

(A)     D"/  ^-  A,D''-«j  H-  .  .  .  -+-  A^D"-/»/  H-  . .  .  -i-  A^  =/(r)t 
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OÙ  Al,  At) .  *  •  9  Ap, . . .  représentent  des  fonctions  de  la  va- 
riable a:,  et  où  l'on  a  fait,  pour  abréger. 

dPy 

si  Ton  désigne  par  u  et  v  deux  fonctions  de  la  même  variable, 
on  trouve 

f[uv)z=uf[v)  -t-D«//(f)  -f-.  .  . 
(B)    l  T>Pu  D"« 


\  ,1, ,  .p  I .  a . .  .  /2 

quelle  est  la  loi  de  formation  des  quantités  ^^^f[i^)? 

650.  L'expression  ^^^f{j)  étant  dite  la  conjuguée  p'*"' 
àef(j)  (n°  6W),  on  a  les  théorèmes  : 

I  °  Si  la  fonction  j^  annule  identiquement  /{y)  et  ses 
p  —  I  premières  conjuguées,  l'équation  diflérentielle 

admet  les  solutions 

Cj  C|,  C2î  •••  î  Cp-i  désignant  des  constantes  arbitraires. 
2^  Si  les  p  solutions  (2)  satisfont  à  l'équation  (i),  Té- 
quation 

(A)/(^)=0 

est  satisfaite  également  par  les  p  —  h  premières  solu- 
tions (2). 

3°  Si  les  équations 

ont  une  solution  commune  cji^  et  si  la  seconde  est  satisfaite 
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en  outre  par  les  solutions 

la  premîère  l'est  aussî,  et  elle  admet  de  plus  la  solution 

M— !•*'  J  l» 

651.  Soit  j^i  une  solution  de  Te'quation  linéaire 

Dj  -f-  A,7  r=  o  ; 
si  Ton  déduit  de  cette  équation  la  suivante  : 


aans  laquelle  on  a 


Ap_|_i  —  A|A^  -f-  A^ 


</A 
A'^  désignant  -j^9  cette  nouvelle  équation  est  satisfaite  par 

les  n  intégrales 

cjtj      c,.rjr,, .  .  .  ,      r„._,.r«~»j,.       (Brassikne.) 

652.  L'équation 

rPY     €py     rpy 

H rr  =  O 


est  satisfaite  par  l'intégrale 

rffi  dh  de 


fff. 


* 

dans  laquelle  on  suppose  les  limites  constantes.  Trouver 

FiiEXET.  —  Recueil,  26 
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une  solution  de  forme  semblable  pour  l'équation 

ô^\       d»V       d'y       à'\ 

..    .    I.  -4— -4—  — —  -4—  ■  —1—  •  •  •  —  O 

djc'       dj'        Ôz'        âw  ~~     ' 

le  nombre  des  variables  indépendantes  étant  n, 

653.  Etant  donnée  réquation  z  =  x  -f-  ae'*%  développei 
sin  z  en  série  par  la  formule  de  Lagrange. 

G54..  De  la  relation  z^  = 'i  x '\-  ol  z'i  déduire  le  dévelop- 
pement de  z  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières et  croissantes  de  a. 

Cas  où  p  =  —  (]* 


655.  Démontrer  que  l'expression 

x}  COS9,.r  ,  ,       , , 

(i)        -j  -\-  cosj: ~-  H :-  (  —  i;"-'  — — -  4- 


9 


pour  toutes  les  valeurs  de  a:  de  —  tu  à  -h  tt,  y  compris  ces 
limites,  est  égale  à  une  constante. 

656.  Trouver  la  somme  S  de  la  série 


1  cos.r  ,  x„  COS/2.r 


•  •  ■  • 


657.  Une  courbe  C  de  degré  n  étant  représentée  en 
coordonnées  homogènes  [Renu  du  n"  638)  par  l'équation 
p/x,j,  z)  =  0,  dont  le  premier  membre  «e  réduit  à^ (x,y) 
quand  on  y  fait  z  =  i ,  on  a  pour  le  rayon  de  courbure 


()»F       à'YV 


^^___ÈlL.{z=i], 


H  désignant  le  bessîen  (n«  100)  de  F{x,x,z)  et  la  paren- 
thèse  {z  =  i)  indiquant  qu'il  faut  remplacer  z  par  i  après 
les  différentiations.  (Hesse.) 
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658.  Trouver  la  première  polaire  d*uii  point  [Rem.  du 
n*^  638)  par  rapport  à  la  cardioïde  (p.  i56). 

659.  Première  polaire  du  point  qui  a  pour  coordonnées 

(t 

par  rapport  à  la  courbe  du  n°  251. 

660.  Lorsqu'un  point  m  décrit  une  droite,  la  droite 
polaire  de  ce  point  [Hem,  du  n"  638)  relativement  à  une 
courbe  du  troisième  ordre  enveloppe  une  conique. 

661.  En  chaque  point  m,  d'une  courbe  donnée  on  prend 
sur  l'ordonnée  Pm  une  longueur  P/i  égale  à  la  normale 
du  point  m^  quelle  doit  être  cette  courbe  pour  que  ses  tan- 
gentes soient  parallèles  h  celles  du  lieu  des  points  /tx  aux 
points  correspondants  ? 

^Q%  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la  distance  de  l'ori- 
gine au  pied  de  la  normale  a  un  rapport  constant  avec  la 
longueur  de  cette  normale. 

663.  Trouver  la  courbe  dont  Taire  est  égale  au  cube  de 
l'ordonnée  divisé  par  l'abscisse. 

664.  Trouver  la  trajectoire  orthogonale  des  lemniscates 
(n^^  275)  dont  l'équation  est 

a  étant  un  paramètre  variable. 

665.  Trajectoire  orthogonale  des  ellipses  données  par 
l'équation 

le  paramètre  variable  étant  b. 

26. 
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666»  (P^g^  3o.)  Trouver  la  courbe  qui  coupe  une  série 
de  paraboles,  ayant  même  axe  et  même  sommet,  de  telle 

Fiç.  3o. 


sorte  que  les  aires  AMP,  AM'P'  soient  égales  à  une  surface 
donnée. 

667.  Trouver  la  courbe  qui  rencontre  une  série  de  cer- 
cles concentriques  de  telle  sorte  que  les  arcs  de  ces  cercles, 
compris  entre  une  droite  fixe  menée  par  le  centre  et  les 
divers  points  de  rencontre ,  aient  une  longueur  constante. 

668»  On  peut  toujours  trouver,  sur  un  quadrant  d'ellipse, 
deux  points  tels,  que  les  normales  qui  y  passent  soient  à  la 
même  distance  du  centre.  Relation  qui  lie  les  abscisses  de 
ces  deux  points.  [Points  associés,) 

669.  Soient  m  et  /Wi  deux  points  pris  sur  un  même  qua- 
drant d'ellipse,  ^  et  (jl^  leurs  points  associés  (n®  668)  *,  dé- 
montrer la  relation 

arcm/w,  —  arc/x^i=:^/?i — /?, 

p^  et  p  étant  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  de  Tellipse  sur  les  normales  aux  points  m  et  mi. 

670.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  longueur  de  l'arc 


QUESTIONS.  4o5 

soît  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  Torigine 
au  pied  de  la  tangente. 

6T1.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  à  n  fois  la  normale. 

672.  Trouver  une  courbe  telle,  que,  si  d*un  point  fixe  pris 
dans  son  plan  on  mène  des  rayons  vecteurs  à  ses  divers 
points,  la  projection  du  centre  de  courbure  sur  le  rayon 
vecteur  engendre  une  courbe  semblable  à  la  première. 

673.  Trouver  une  courbe  semblable  à  sa  développée. 

674.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  une  puissance  don- 
née de  Tabscisse  est  proportionnelle  à  Tare. 

675.  L'orîgîne  des  coordonnées,  auxquelles  est  rapportée 
la  courbe  C  donnée  par  Téquation 

r^coswô  =  a", 

étant  un  point  qui  fait  partie  de  C,  on  demande  quel  est 
le  lieu  que  ce  point  décrit  quand  la  courbe  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  fixe. 

676.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
représentée  par  l'équation 

677.  Trouver  la  courbe  qui  rencontre  les  génératrices 
d'un  cône  droit  sous  un  angle  constant. 

678.  Par  le  centre  O  d'un  ellipsoïde  on  mène  un  plan 
quelconque  et  une  normale  à  ce  plan,  puis  on  porte  sur 
cette  normale,  et  dans  le  même  sens,  des  longueurs  OA, 
OB  égales  aux  demi-axes  de  la  section  obtenue^  trouver  le 
lieu  des  points  A  et  B. 
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679.  Par  le  centre  O  d'un  ellipsoïde  on  fait  passer  un 
plan  TT  contenant  la  normale  d'un  point  quelconque  m 
(x,  j^,  r  ),  et  Ton  mène  dans  ce  plan  une  droite  O/Ji  égale  et 
perpendiculaire  à  Oni  \  démontrer  :  i**  que  le  lieu  des  points 
fji  est  la  surface  de  l'onde  (n°  334^)*,  2°  que  les  normales 
aux  points  correspondants  m  et  [x  des  deux  surfaces  sont 
situées  dans  le  même  plan  et  se  coupent  à  angle  droit 
(  MaC'CuUngh), 

680.  Par  un  point  in  d'une  surface  S  on  mène  un  plan 
tangent,  et  d'un  point  fixe  O  on  abaisse  sur  ce  plan  une 
perpendiculaire  OH.  Si  Ton  prend  sur  OH  un  point  mj  tel, 
qu'on  ait  Om,  .OH  égal  à  une  constante  A*,  le  lieu  Si  des 
points  m,  est  tel,  que  la  perpendiculaire  OHi  abaissée  sur 
son  plan  tangent  en  ni^  passe  par  le  point  m^  et  l'on  a 
aussi 

681.  Etant  donnée  une  surface  qui  sépare  deux  milieux 
homogènes  de  densité  diÉférente,  on  suppose  que  des  rayons 
lumineux  passent  de  l'un  dans  l'autre  en  suivant  les  lois 
ordinaires  de  la  réfraction.  Démontrer  que,  si  les  rayons 
incidents  sont  normaux  à  une  même  surface,  les  rayons 
réfractés  seront  aussi  normaux  à  une  autre  surface. 

(Charles  Dupiw.) 

682.  Trouver  la  surface  qui  coupe  à  angle  droit  toutes 
les  sphères  passant  par  un  point  donné  et  dont  les  centres 
sont  sur  une  droite  fixe  menée  par  ce  point. 

683.  Equation  générale' des  surfaces  qui  coupent  à  angle 
droit  Tellipsoïde  dont  l'équation  est 

j-5  y7         ^a 

684.  Trouver  une  surface   telle  que  la    distance  d'un 
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point  A  au  poînt  où  une  droite  fixe  AB  rencontre  le  plan 
tangent  en  M  soît  proportionnelle  à  la  longueur  AM. 

685.  Trouver  la  surface  pour  laquelle  les  coordonnées  du 
point  où  la  normale  rencontre  le  plan  des  xy  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  correspondantes  du  point  de  la 
surface. 

686.  Trouver  la  surface  de  révolution  pour  laquelle  la 
somme  des  courbures  principales  [courbure  moyenne) 
(n®  3183  est  nulle  en  chaque  point. 


»•>■» 
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SOLUTIONS. 


635.  Désignons  par  A^  le  premier  membre  de  la  relation 
proposée 5  on  voit  facilement  que  Aj  est  nul,  quelles  que 
soient  les  quantités  x  et  h.  Cela  posé,  la  dillërentiation 
donne 

î^z=my>[{x~/^K-•^-...(-I)•-'('^-;)(.r--7^;^)/>-.^-... 

Si  Ton  fait  x  —  h-=i  z^  le  multiplicateur  de  mp  devient 


.  m 


j[z  —  {m  —  i)/i]P-''-h,.. 


l  m  —  I  \ 


-I-  (—  i)'"-'[z—  (/w—  \)K\P-\ 

Or,  pour  p=i*i^  ce  facteur  est  identiquement  nul, 'pourvu 
que  m  soit  supérieur  k  p.  A^  est  donc  indépendant  de  A,  et 
comme  il  est  manifestement  égal  à  zéro  en  même  temps 
que  /z,  la  relation  est  vérifiée  pour  p  =  2.  On  Té  tend  sans 
peine  aux  valeurs  plus  grandes. 

636.  La  relation  est  évidente  quand  m  =  i .  En  désignant 
le  second  membre  par  A«,  les  dérivées  des  deux  membres 


par  rapport  à  x  sont  respectivement 

( 2  )  m{x  -I-  a ) '""' ,      m  A«,_.  1 . 

Si  ces  résultats  sont  égaux  pour  une  certaine  valeur  de  m, 
les  fonctions  (x-i-a)""  et  A,„  ne  pourront  différer  que  d'une 
quantité  indépendante  de  a:;  et  comme  elles  sont  égales 
pour  X  =r=  — a  (n°  635) ^  lenr  différence  devra  être  nulle. 
Or  les  expressions  (2)  sont  égales  quand  m  =  2;  la  rela- 
tion (1)  se  trouve  donc  vérifiée  pour  cette  valeur,  et  par 
suite  pour  toutes  les  autres. 

La  relation  (i),  qui  généralise  d'une  manière  si  remar- 
quable le  binôme  de  Newton,  a  été  donnée  par  Abel  dans 
le  tome  P*"  du  Journal  de  C relie. 

637.  En  prenant  les  dérivées  partielles  des  deux  membres 
de  Téquation  (i),  on  obtient  les  formules  connues 

,  dP_  ÔQ       dP_  _  ÔQ 

^  ^  ^  Ojc        Of        Of  Ojc 

Ces  relations  expriment,  comme  on  sait,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que,  deux  fonctions  P  et  Q 
de  jr  et  j^  étant  réelles  et  continues,  P  -|-  Qi  représente  une 
fonction  de  x  H-  ij  et  admette  une  dérivée.  On  peut  re- 
marquer qu'elles  expriment  aussi  que  les  courbes  repré- 
sentées par  les  équations 

où  a  et  6  sont  des  constantes,  se  coupent  à  angle  droit. 

En  différentiant  les  identités  (4)7  on  en  déduit  celles-Kîi, 
également  connues. 

Si  l'on  diflérentie  maintenant  les  équations  (4)  ^  —  i  fois 
par  rapport  à  a:  et  /i  —  h  fois  par  rapport  à  y^  on  trouve 
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les  formules  (a).  Les  formules  (3)  se  tirent  des  équations 
(5)  en  opérant  d'une  manière  analogue. 

Ces  relations  (2)  et  (3),  dues  à  Prouhet,  Tont  conduit  à 
des  résultats  algébriques  et  géométriques  intéressants. 
(Sturm,  Cours  d'Analyse,  2*  édition.) 

La  fonction  P-j-Qi  admet  une  représentation  assez 
expressive,  due  à  MM.  Briot  et  Bouquet.  Une  valeur  quel- 
conque de  la  variable  imaginaire  z  définissant  un  point 
{oc^y)  dans  le  plan  xOy^  on  peut  concevoir  que  sur  la 
perpendiculaire  à  ce  plan  en  chaque  point  on  porte  des 
longueurs  respectivement  égales  à  P  et  Q.  Les  deux  sur- 
faces qui  en  résultent  jouissent  de  diverses  propriétés,  con- 
séquences des  relations  fondamentales  (4).  Ces  rela lions 
elles-mêmes  expriment  que,  si  l'on  fait  tourner  d'un  angle 
droit  Tune  des  surfaces  autour  d'une  perpendiculaire  au 
plan  xOy^  les  plans  tangents  des  deux  surfaces  aux  points 
correspondants  situés  sur  cette  perpendiculaire  deviennent 
parallèles.  (  Folr  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fond, 
ellipt,,  2*  édition.) 

638.   La  première  relation  résulte  de  l'égalité  manifeste 

d\u  du 

Pour  démontrer  la  seconde,  observons  qu'en  vertu  de  (A) 
l'expression  /(px  -H  qx^^  pj  -|-  qy^^  pz  -h-  qz^  )  admet 
les  deux  développements  identiques 

q^'u    -I-  q"-^pAu   -f-  •   .  H ^ ^  A*  u   -| h 

1 . 2  ...  A" 

p^Ut-hp^-'q^tUi-^- \ '—.  ji^Ut  H i- 

i  .'j.  .  .  .  n 

Si  n  —  h  =:^  A,  l'égalité  des  coefficients  de  ç"~*  p*  donne  la 
relation  (2). 


n" 

A'm 

1,1,. 

.  fi 

r 

A"  If 

a.  «1. 

.n 

1 . 2. . 

I 

J 
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La  troisième  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  par  rapport 
à  a,  des  deux  membres  de  la  seconde.  On  trouve  en  effet, 
à  cause  de  la  première, 

d  A*  n  1  .  a  .  .  .  /•         dux 


doc.  I  .  2  .  .  .  ( /î  —  A')  Ôki 

Or,  Il  étant  une  fonction  homogène  du  degré  n  —  i ,  en  lui 
appliquant  la  formule  (2)1!  vient 

.  d«,  1  .au 

A"-* A*~'  — 

1.2...  (« — Â')         r.2...(X'  —  1) 

et,  par  suite, 

Les  expressions  de  la  forme  A*  w,  u  désignant  une  fonction 
homogène  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes, ont  été  nommées  par  M.  Sylvester  les  émanants 
d'orrlre  h  de  la  fonction  u.  Elles  jouent  un  rôle  important 
dans  TAlgèbre  moderne  [Foir  Salmon,  Leçons  d^ Algèbre 
supérieure). 

Remarque.  —  Lorsque  la  fonction  u  ne  renferme  que 
trois  variables  indépendantes  x^^y^  «,  on  sait  qu'en  l'éga- 
lant à  zéro  on  obtient  l'équation  en  coordonnées  homo- 
gènes d'une  certaine  courbe,  dont  les  coordonnées  ordi- 
naires sont  alors  exprimées  par  les  rapports  -  et  -•  Dans  ce 

cas,  les  émanants  de  la  fonction  admettent  une  interpréta- 
tion géométrique.  Concevons,  en  effet,  sur  une  même  droite, 
le  système  des  ti  points 

un  point  m  généralement  distinct  de  ceux-ci,  et  un  autre 
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point  Ttii  à  déterminer.  Si  Ton  forme  les  rapports 


,         ,         ■••9         1 


dans  lesquels  on  a  égard  aux  signes  des  segments  et  qu'on 
représente  par  l'expression 


1 


\  majk 


la  somme  de  tous  les  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
rapports  A  à  A",  Téquation 


«I     imri[ 


[ma  —  mm. 


ma       ./  h 


déterminera  A'  valeurs  pour  la  distance  m/z/j.  Chacun  des 
points  77ii  qui  en  résultent  est  dit  un  centre  harmonique 
d'ordre  h  du  système  des  points  a  par  rapport  au  pôle  m. 

Cela  posé,  soit  une  courbe  C  de  degré  /*  représentée  en 
coordonnées  liomogènes  par  l'équation ^(X,  Y,  Z)  =  o,  et 
supposons  qu'autour  du  pôle  w,  pris  dans  son  plan,  on 
fasse  tourner  une  transversale;  les  points  /Wj,  centres  har- 
moniques d'ordre  k  du  système  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  avec  cette  droite  dans  toutes  ses  positions, 
seront  situés  sur  une  courbe  P  qu'on  nomme  la  (w  —  /^)i*me 
polaire  du  point  m  par  rapport  à  C.  C'est  précisément 
l'équation  de  cette  polaire  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
l'émanant  d'ordre  k  de  la  fonction ^^(j:,^,  z)  =  u\  x^y^  z 
représentant  les  coordonnées  du  point  fixe  m  et  Xi,yi,  ^i 
celles  du  point  variable  twi. 

Pour  démontrer  qu'il  en  est  ainsi,  soit  a  l'un  des  points 
où  la  transversale  nini^^  dans  une  de  ses  positions  parti- 
culières, rencontre  la  courbe  donnée.  Les  coordonnées 
homogènes  a,  6,  y  de  ce  point  se  déterminent  facilement, 
car  les  points  a,  m  et  m^  appartenant  à  une  même  ligne 
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droite,  leurs  coordonnées  doivent  satisfaire  à  la  relation 


a      a;     X, 

^    y   Xi 

y      z      Zi 


=  o, 


qui  est  évidemment  satisfaite  en  posant 

quelle  que  soit  la  valeur  de  p.  Cette  valeur  se  calcule  ici 
en  substituant  les  expressions  de  a,  6,  y  qu'on  vient  de 
trouver  dans  la  relation  manifeste 


a 
7 


z  I  ma 


7 


JTi 


2,  y  w,  a 


d'où  Ton  tire 


z    ma 

p=: . 

Zi  ni  ta 


Si  Ton  exprime  maintenant  que  le  point  a  est  situé  sur 
la  courbe,  on  a 

f[x'\-px,y  X  -hpfx,  z-h pzi)  ~o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (A), 


-f- 


lu 


p  J        1 . 2  .  .  .  /c    '  1 ,2.  .  .  ,  n 


Cette  équation  a  pour  racines  les  n  valeurs  de  la  quan- 


...  « 


tité  -  répondant  à  une  position  déterminée  de  la  transver- 
sale.   En  égalant  à  zéro,  en  vertu  de  Téquation  (4)?  la 
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somme  des  produits  k  k  k  de  ces  valeurs,  on  trouve 


Z     =:z  O, 


cqualiou  qui  est  bien  celle  de  la  courbe  P,  puisqu'elle  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  J^i,/i,  Zj  des  points  W|  dans 
toutes  les  positions  de  la  transveisale.  A  cause  de  (2),  011 
peut  aussi  Técrire 

Si  A"  est  égal  à  i,  on  voit  que  le  lieu  des  centres  harmo- 
ttiques  du  premier  ordre  est  une  ligne  droite  appelée  /a 
droite  polaire.  Ce  théorème  a  été  donné  par  Cotes. 

La   théorie  des    polaires   des  divers  ordres,   créée    par 
Bobilicr  [Anti.  de  Gergonne,  1828),  a  élé  l'objet  des  tra- 
vaux de  plusieurs  géomètres  (  voir  Clebsch,  Leçons  sur  la 
Géométrie,  i"  Vol.,  p.  253^  traduction  Benoist). 
039.  Il  faut  démontrer  qu'on  ne  peut  avoir 

1  / 

? 

f  Gt  (f  désignant  deux  fonctions  algébriques  entières  de  a: 
et  premières  entre  elles.  Pour  cela,  difierentions  l'égalité 
précédente,  elle  donne 

{«)  J  =  ?/'-/?'$ 

il  résulte  de  là  que  ç  doit  être  divisible  par  x^  et  que  f  ne 
doit  pas  l'être.  Faisons  donc 

^  étant  un  nouveau  polynôme  non  divisible  par  JC'^  on  con- 
clut de  là 
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Substituant  cette  valeur  et  celle  de  (f  dans  Téquation  (i),  il 
vient 

OU  bien 

„/^rr:.r  (,{,/'-/;!.' )-^|,2x^ 

Cette  dernière  égalité  est  absurde,  car  le  second  membre  est 
divisible  par  x  et  le  premier  ne  peut  l'être,  f  Gt  ^  étant 
premiers  avec  x.  Donc,  etc. 

640.  Si  Ton  pose  a  x  =  z,  Téquation  devient 

y  [  3  )  r/3  ==  /i  jr  y  ( .r  j  -\-  ax, 
et  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

équation  linéaire  du  premier  ordre  d'où  l'on  tire 


i—n 

fi  — 


04-1.  Si  la  fonction  (^(x)  n'est  pas  nulle  depuis  x  =  a 
jusqu'à  x  =  b^  elle  doit  changer  de  signe  dans  cet  intervalle, 
sans  quoi,  les  éléments  de  l'intégrale  étant  tous  de  même 
signe  pour  une  valeur  convenable  de  w,  l'intégrale  ne  pour- 
rait être  nulle.  Supposons  donc  que  cp (a:)  change  de  signe, 
trois  fois  par  exemple,  et  soient  orj,  x,,  x^  les  valeurs  de  x 
qui  donnent  lieu  à  ce  changement.  Soit  fait 

'^(ûc)  z=.  [x  —  x^)  [x  —  .rj)  [x  —  JTa)  =  Ax^  -\-  "Bx^  -f-  Cx  -f-  D. 

Puisque  l'intégrale  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  entières 
de  n,  on  a 

Jnb  pb 

x^(f{x)dx  ==:  O,  I     .r' (^{x)dx  ^=  O^ 

a  Ja 

Jf*b  pb 

X9{:r)dx  =z2  O,  I     (f{x)£ix=:z  o; 

a  J  a 
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et  par  suite 

1     (Ax* -hBx^ -hCjC'^D)^{x)eh:  =  j     •^{x)(f{x)dx  =  o. 

La  dernière  équation  ne  peut  exister  puisque,  'i^[^x)  et  y  (or) 
changeant  toujours  de  signe  en  même  temps,  Télément  de 
l'intégrale  a  toujours  même  signe.  D'ailleurs  le  raisonne- 
ment resterait  le  même  quel  que  fût  le  degré  de  ^  \  donc,  etc. 

642.  On  sait  que  la  formule  de  Wallis  (  n°  458)  consiste 
en  ce  qu'on  a,  quand  /*  croît  indéfiniment, 

-,       It   3  .  3  .  5  .  5  .  .  .  (  9  72  —  0  f  9.  W  I  )  (  2  /?  --h  I  ) 

hm -y— î^ 1=  I , 

ou  bien 

1  1 

2\  *         ,.       3.5.7.  .  .(2/7—  l)f2«  -f   !)- 

-  )   =  hm 7-7; . 

Ti  )  2.4*0.  .  ,111 

Or 


=x 


,-  A    JA  ^    I  .  3  .  5  .  .  ,  (  2  72  —  \\ 


2  2  . 4  •  •  .  2  «  ' 

par  conséquent, 


j.  1 


,.        ,         7  TT     .         I  .3.5.  .  .(2/2  ~  l)(2/2  -hl)^     /  /2  \   » 

2  2.4. .2/1  y2/2-f-i/ 

ou 


L'équation 


X 


Q  3.0.  .  .!2«  -+-  l) 
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conduirait  d'une  manière  analos^ue  à  la  relation 


lim/i'  i 

Jo 


71 

1     /»2  ^T 


lim/i^'   /     cos^»-^ ' 0 É?9  ==: — . 


643.   i^  Pour  ramener  l'intégrale  à  une  forme  connue, 
il  suflSt  d'un  changement  de  variables.  Si  Ton  pose,  en  effet, 

^1  JT,  -h    ^2  JTj  H-  .  .  .  -I-  6„.r„  =::  Z-if 


t^°ts  relations  étant  du  premier  degré,  l'élément  de  l'inté- 
grale transformée  sera 

OÙ  a  représente  un  coefficient  rationnel  en  aj,  ii ,  —  D'ail- 
leurs, les  limites  restent  les  mêmes,  et  comme  on  a,  d'après 
la  formule  B  de  la  p.  297, 


30  /^\    2 


e-'^'^du  ~  (  ^  )    , 

-30  -^ 


l 

il  en  résulte 

n 

1^  On  a  également,  en  vertu  des  conditions  admises, 

dfx  f        rt^Ta...    /        ^^«e-^tJ^Î-^'J-;--. 

6  étant  rationnel  par  rapport  aux  quantités  a^  J^, Ou 

conclut  de  là 

fi  - 

K=  ^ ^:r^ 

(Al  Aj.  .  •  Aa) 
Frenet.  —  Recueil,  2'J 
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et  par  suite 

j.      g 

(A|Aï. .  .A«)*  =  -• 

C.    Q.    F.    D< 

6^^.  Soit 

0  */o 

Afin  d'avoir  des  limites  indépendantes  de  A,  posons 

zh  --x\ 
il  vient 

•/o 


Il  faut  que  —  soit  nul,  quel  que  soit  li\  on  a  donc 


z=  r  rfz a"  »(!  —  «)''[- ç'(zA) -4-  «Aç''(zA)l 


Soit  fait 


iy'(.r)4-x/(^)=F{x), 


il  en  résulte 


dh 


=  rdz(h-zh)'h{zh)=  f  -iifif^=o. 


Pour  que  l'intégrale  soit  nulle,  quel  que  soit  A,  il  faut 
que  F(x)  soit  nul  identiquement^  car  si  F{x)  n'est  pas 
nul,  on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  F  (a:)  garde  le 


SOLUTIONS.  419 

même  signe  dans  t^ute  Tétendue  de  Tintégrale,  et  comme  le 
facteur ^  est  toujours  positif,  Tîntégrale  ayant  tous 

ses  éléments  de  même  signe  ne  peut  pas  être  nulle.  Donc 

ç'(x)  -h  2J:ç"(.r)  z=z  o. 

On  tire  de  là 

'■<')=©*=  s- 

équation  différentielle  de  la  cycloide. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  n*est  autre  que 
celui  de  la  tautochrone  dans  le  vide. 

(PuiSEUX.) 

645.  En  raisonnant  comme  dans  le  numéro  qui  précède, 
on  trouve 

646.  Multiplions  1  équation  (i)  par  le  faicieur  zdx,  x  étani 
une  indéterminée,  et  intégrons  par  parties  de  manière  à  dé- 
barrasser j^  de  tout  signe  de  différentiation  sous  le  signe  l  . 

Un  terme  tel  que  pu  - — 3^  donnera  naissance  à  Tintégrale 


/■ 


le  signe  4-  répondant  k  n  —  k  pair  et  le  signe  —  k  n  —  k 
impair.  Ainsi  le   résultat  de  l'intégration    se  composera 

d'une  partie  débarrassée  du  signe  l  et  de  l'intégrale 

27. 
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Sî  z  satisfait  à  l'ëquatioii  (2),  l'intégrale  s'évanouit;  Téqua- 
tion  (i)  devient  donc  intégrable  quand  on  la  multiplie  par 
une  solution  de  Téquation  (2). 

L'autre  partie  de  la  proposition  se  voit  facilement  de  la 
même  manière. 

6W.  Supposons  que  V  ne  soit  pas  nulle  pour  x  =  a. 
Comme  Tcquation  dilTércntielle  proposée  est  du  second 
ortlre,  on  peut  concevoir  une  fonction  Vi  qui  y  satisfasse 
et  qui  diffère  de  V  en  ce  qu'on  en  tire,  pour  x  =  /ï,  des  va- 
leurs arbitraires  de  Vj  et  de  —r^  différentes  de  celles  de  V 

dx 

1    ^v 
et  de  -7-  • 
ax 

On  a  donc 


(-S)  ...    ^{-'i) 


-t-GVzrrO,       — ^-hGV.  —  o; 


dx  dx 


d'où  résulte,  en  multipliant  la  première  par  \idx  et  la  se- 
conde par  \  dx  et  retranchant, 

v."(kS)-v.'(k^^)=o  =  .[k(v,£_v^-5)], 


par  conséquent, 


K  1  V,  ^  -  V  ^  )  =  const. 
ax  dx 


On  suppose  que  V  n'est  pas  nulle  pour  x  =  a,  et  l'on  peut 

se  donner  à  volonté,  poiu*  a:  =  a,  des  valeurs  de  Vi  et  -^ 
telles,  que  l'expression 


■'l'.S-vS) 
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aît  pour  X  =^  a  uue  valeur  différente  de  zéro,  quî  sera  celle 
de  la  constante.  On  voit  alors  que,  pour  toute  autre  valeur 
de  x^  on  ne  peut  avoir  en  même  temps 

puisqu'il  s'ensuivrait  const.  =  o,  ce  quî  est  contre  Thypo- 
thèse. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  fonction  V  change  de  signe 
chaque  fois  qu'elle  s'évanouit.  On  le  fait  voir  absolument 
comme  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Sturm. 

648  •  Soit 

dy 

l'intégrale  première  connue  renfermant  la  constante  arbi- 
traire a.  On  trouve,  en  différentiant, 

^r       àf      ,    df 

-7—;  —  -V—  9  -f-  -T— » 
dx^        Oy  àx 

et,  par  suite, 

Différentions  par  rapport  à  a  cette  nouvelle  équation,  elle 
donne 


ou  bien 


d'y  d<f  df        d^f 

daôy^        ôjr  àa       àaàx^ 


0=  ; h 


ÔJ  àx 

ce  qui  est  la  condition  pour  que  l'expression 
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soît  une  différentielle  exacte.  On  a  donc  pour  Tintégrale 
générale 

/S  (''•>'  -  ''^^  '-'  ^- 

{Journal  de  Liouidlle,  t.  XIV.) 
CW»  En  appliquant  la  formule  de  Leibnitz  (n°  62) 

rt  prenant /"(j^)  sous  la  forme 

/(p)  —  p(«)  -f-  A.rC-O  -f-  .  .  .  -h  kpV^'^-P)  H-  ...  -h  A„t', 

on  reconnaît  que  ^^^f{^)  s'obtient  en  formant  la  dérivée 
d'ordre  p  dey(i'),  pourvu  qu'on  y  considère  les  indices  de 
dérivation  comme  des  exposants  et  qu'on  y  suppose  la  fonc- 
tion Vf  alfectée  de  l'indice  de  différentiation  o.  Dans  cette 
opération  ^ymio/Z^we,  les  coefficients  A,,  Aj,...,  Ap  jouent 
le  rôle  de  constantes.  On  trouve  de  cette  manière 

'/(p)  —  /2p('-0  -f-  («  —  i)  A,  r'"-»)  H-  ...  -4-  A„_,r, 

...a.... •••..••.^ 

(«-«)/((»)  ^~  n[n  —  i] .  .  .2r'-t-  (w  —  i).    ,2.iA,r, 
('Oy((j)  :=^n[n  —  i)...2.i.p. 

La  même  loi  de  formation  permet  évidemment  de  déve- 
lopper 'f[uv)^  y(MV'),...,  <''|/(m(^),...,  etc.  M.  Brassinne  a 
désigné   l'expression  ^^^f[y)   sous  le  nom   de   conjuguée 
d'ordre  p  ou  de  conjuguée  p""*'  de  l'expression /(t^). 
Observons  que  si  l'on  pose 

D«  -4-  A,  D"-'  -^  .  .  .  -h  A^  D"-/'  -1- . .  .  -f-  Al,  ==  y  (D), 
on  peut  écrire  symboliquement 
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et  il  est  facile  de  reconnaître  qu*on  a,  pour  toute  valeur 
entière  et  positive  de  p^ 

Cette  nouvelle  forme  de  la  conjuguée  y^^»'"»'  de  f(^)  est 
remarquable.  Elle  permet  de  remplacer  la  relation  (B)  par 
celle-ci,  analogue  à  la  série  de  Taylor  pour  le  cas  des  fonc- 
tions entières  : 

ff[T)).uvz=i  ,/y(D).f'-f-  T>Uf^\'D).v  -f-, .  . 

H (p^/'^  D  .('+.  ..H <pC«)(D).r. 

1.2../^^  1.2...// 

On  développerait  évidemment  de  la  même  manière  la  con- 
juguée d'ordre  quelconque 

<pf/'>(D).ttc. 

é50.  1°  Si  Ton  pose  ^=^y\  dans  Téquation  (B)  du  nu- 
méro précédent,  elle  devient 

/[uy,)  =-.  (P^/U^ ^^^  -h.  .  .-f-7,D''«, 

\ ,1,  .  .p 

et  Ton  voit  que  le  second  membre  s'annule  si  Ton  assigne 
à  u  Tune  quelconque  des  valeurs 

il  en  résulte  que  Téquation  linéaire 

/(r)  =  o 

admet  les  solutions 

2°  Soit  fait  U--  .r  dans  la  même  équation  (B),  elle  se 
réduit  à 

/(r:r)-.r/(r)-:-7(r). 
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En  y  substituant  à  i^  les  valeurs  j^^j,  x^j, . . . ,  xp~*9  i,  on 
voit  que  ces  valeurs  annulent  ^(f^),  d*où  il  suit  que  l'équa- 
tion linéaire 

'/(r)  =  o 

admet  les  p  —  i  premières  solutions  (  2  ) . 
Il  suit  de  là  que  Téquatlon 

y{r)-o 

admet  les  p  —  2  premières  solutions  (2),  et  ainsi  de  suite. 
3°  D'après  l'hypothèse,  on  doit  avoir 

d*où  Ton  tire,  en  vertu  de  Téquation  (B), 

Or,  pour  toute  puissance  entière  et  positive  de  x  inférieure 
à  72,  mise  à  la  place  de  u,  on  a  f(ujx)  =  o?  c'est-à-dire  que 
l'équation  f{j)  =^  o  admet  les  solutions  (3),  et  de  plus  la 
solution  Cn^iX""*},. 

Si  l'on  assimile  les  solutions  (2)  aux  racines  égales  des 
équations  algébriques,  les  propositions  de  ce  numéro  éta- 
blissent, entre  ces  équations  et  les  équations  différentielles 
linéaires,  des  analogies  remarquables  signalées  par  M.  Bras- 
sinne,  auquel  on  doit  d'intéressantes  recherches  sur  ce 
sujet.  (Stubm,  Cours  d' Analyse,  Note  III  de  la  deuxième 
édition.) 

651.  On  reconnaît  d'abord  que  l'équation  (i)  admet  la 
solution  j^i,  pour  w  =  2.  Afin  de  prouver  qu'il  en  est  de 
même,  dans  tous  les  cas,  de  l'identité 

(2)    DYi-i-(jA,D"-«j.  +  ...4-r)A^D«-0^  +  ---H-A„J.==o, 
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supposée  vraie  pour  w,  on  lire  en  di/Térentiant 


'  'n\   .    _  in 


(3)      )  ,   . 

(  -^  (     j  A;D''-A'J'.  -+-.  .  .-I-  A;^.  rrro. 

Multipliant  par  At  les  deux  termes  de  l'équation  (a-)  et 
l'ajoutant  membre  à  membre  à  Téquation  (3),  on  obtient 
une  nouvelle  égalité  dans  laquelle  le  multiplicateur  de 
D""'' r  est  égal  à 

quantité  qui  se  réduit  à 

en  vertu  des  notations  adoptées.  Il  en  résulte  que  l'iden- 
tité (2)  subsiste  quand  on  y  remplace  n  par  w  H-  i,  c'est- 
à-dire  que  l'équation 

<p«(r)  — o 

admet  la  solutionnai,  quel  que  soit  n. 

Pour  compléter  la  démonstration  du  théorème,  il  faut 
prouver  que  si  l'équation  (i)  admet  les  solutions 

l'équation 

(4)  ç.^,  lr)  =  o 

les  admettra  aussi  et  sera  satisfaite  en  outre  par  la  solu- 
tion c„a7"j^i.  Il  suffit  pour  cela  de  chercher  la  conjuguée 
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'9"+«  (y)^  qu'on  trouve  égale  à  /iy„  (y)^  et  de  se  reporter  à 
la  solution  du  n°  650  (3**). 

On  arrive  au  même  résultat  en  prouvant  généralement 
que,  si  z  désigne  une  solution  quelconque  de  Téquatîon  (i), 
l'équation  (4)  est  satisfaite  par  la  solution  zx.  Le  premier 
membre  de  cette  équation  peut  en  effet  s'écrire 


S( 


d'où  résulte,  en  y  remplaçant  j-  par  zx^ 

.ry..^.,(«)  -4-  {n  -1-  i)ifn(z), 

quantité  qui  est  nulle,  puisque  z  satisfait  à  Téquation  (i) 
et  par  suite  à  Téquation  (4).  On  conclut  de  là  que  Téqua- 
tion  ç,(j^)  =  o  admet  les  solutions  cj'i  et  CiXji'^  puis 
que  Téquation  (fz(y)  f=  o  admet  les  solutions  C7  j,  Cj  x/i, 
Cf^^JU-i  et  ainsi  de  suite. 

652.  L'analogie  indique  la  forme  suivante  : 

ffa db de,  .  ^ 


=///• 


p  étant  une  indéterminée.  On  tire  de  là  ^ 

(py  _  CCC       dadhdc.., 

,  .     ,  r r r         {x—aydndbdc... 


par  conséquent, 

d^y      d^     d^\ 

dx"^  d/^  dz* 

dadhdc.  . . 


==[4^(^+.)_,^„]JJJ.  .__ 


)'+(r—*)'H-lz—c)'+. ..'+•] 
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Le   second  membre  sera  nécessairement  nul  si  Ton  pose 


n 


p  = I  :  la  solution  demandée  est  donc 

^  2 


=///• 


dadbdc ,  . . 


653*  Si  Ton  a  généralement 
la  formule  de  Lagrange  donne 


il-i 


a" 


(l)    F(2)=:F(^)-Fa/(x)F(.r)H i D'»-iy(^)«F'(.r)]4-..  , 

X  •  2  •  •  •   rC 

pourvu  que  le  module  de  a  soit  moindre  que  le  plus  petit 
de  ceux  qu'on  obtient  pour  la  quantité  .  .  quand  on  y 
remplace  z  par  les  diverses  racines  de  l'équation 

[z-^)f[z)-f[z)=o. 

Cette  équation  se  réduisant  ici  à 

[z  —  x)//  —  1=0, 
on  doit  donc  avoir 

(2)  moda<^mod-. 


Iiclix+x 


Sous  celte  condition,  la  formule  (i)  donne  pour  le  déve- 
loppement demandé 


a" 


sin  z  =  sino:  4-  ac*' ces x  -h  •••-', ^ D""'  f e*"*' cos.r)  -}-.••» 

I  .2  .      .  72  ^  ' 

où  Ton  a 

A  =  «  —  1 

(3)     D»-«e'^'cosx=:re''A' V  y''  M(„/^)«  *-i  cos  (a:  + — 


A  =0  • 

i 
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La  formule  du  n°  61  conduit  à  la  formule  plus  simple 
sin3  =  sinx  -f-  «e^'cosjr  -4-  .  .  . 

H (fi^h^-^l)   *  C"^'COS^2  -h  n—  lf„)  -\-  ..., 


1.2...// 


l'angle  cp„  étant  défini  par  la  relation  nh  tangcj)„=  1 . 

En  partant  de  l'expression  (3)  de  D"~*f?"*'cosx  pour 
calculer  le  module  du  rapport  du  terme  général  de  la  série 
au  terme  précédent,  on  reconnaît  que  ce  module,  pour  n 
croissant  indéCniment,  tend  vers  une  quantité  moindre 
que  I  quand  la  condition  (2)  est  remplie. 

654-.  Posant  z^=  u,  Téquation  devient  w  =  ax-h  ai^y 
et,  pour  appliquer  la  formule  de  Lagrange,  il  faut  avoir 


mod«<mod''(^-^^'' 


1-i 


1         1-i 


Cette  condition  satisfaite,  si  Ton  pose  F(ii)  =.u^  =  z^  on 
déduit  de  la  formule  (i)  du  numéro  précédent. 


^ 


(A)     Z-.{2x)P-\ 1 /  ^2 ^\(2X)    '"         "h- 

nq  -hl  [         p         I  ^       ' 


n 


Pour     p  =^  —  ^,     az'f  =  —  X  -h  \jx^  --h  a  -,     et     comme 
(v/j^*-h  a  -h  Ji)~^  est  celle  des  valeurs  de  z^  qui  se  réduit 

à  —  quand  on  suppose  «  =  o,  on  tire  de  (A) 


2.r 
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Sî  Ton  faît  'kq  v=i  i^  on  a  la  relation  remarquable 


1.T  ^  ^ 


655.  La  proposition  admise,  on  en  tire 

,    ,          .            sin2:c                  ,         ,     .  ainnx  x 

(2)         Sllli- 1 \-[  —  I  "*• !-•••==-•• 

Or,  si  le  développement  d'une  fonction  (f{x)  par  la  série  de 
Fourîer  se  présente  sous  la  forme 

f[x]  =  A,  sinj:  h-  .  .  .  -i-  A„sin/ij:  -i-  .  .  . , 

on  sait  qu'on  a  généralement 

2  r^ 

An  =  -  I     f{j7)sïïinxdx^ 

ce  qui  se  réduit  k 

A  - ( - 0- 
n 

X 

pour  la  fonction  -  •  L'équation  (a)  est  donc  vérifiée  et  sub- 

siste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  tt  etTr. 
Il  en  résulte  que  l'expression  (i)  est  égale  à 

2'         3»  12        ^  ^ 

656.  Posons 

,    .  X  sin.r  FÎn/iJ? 

On  lire  de  cette  équation 

„      X  ,        ,  sin/ï.r 

2  ^        '       n 
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d'où,  en  tenant  compte  de  l'équation  (a)  du  numéro  pré- 
cédent, 

y  z=  Ce" -H  Ce-*'.—  C{tf«'  —  <?-"), 

puisque  jr  s'annule  avec  x. 
On  a  donc 

Pour  déterminer  la  constante  C,  observons  que  lorsque 
une  fonction  cp(x)  est  donnée  par  la  série  de  Fourier  sous 
la  forme 

f[x]  =: h  AiCOSOT  H-  •  •  .  +  AnCOS/IX  -f  •  •  •  » 


on  a  généralement 


A„=-   /     o{x)  cosnxdx. 


Cette  expression,  appliquée  ici  au  premier  terme  de  la 
série  (i),  conduit  à  la  formule 


S  = 


TT     &*'-\'  e' 


ax 


2,a  e** —  e^ 


ait 


On  déduit  immédiatement  de  la  les  relations    suivantes 
trouvées  par  Euler  : 


00 


S 


fl'-h/<^ 


2  a' 


4- 


TT 


00 


S 


TT 


a[é 


n 


i3ica 


û'-h  (2/1 -h  l)*         4^         2fl(c*»-hl) 


(n»174). 


657.  Appliquant  à  la  fonction  y (j:, y)  la  formule  du 
n^  123  et  faisant  usage  des  notations  du  n°  100,  il  vient 


O      /s      ff 
J»     Jx*     Jxj 

fr     fjr*     fjT 
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On  tire  aussi  de  la  formule  du  n®  100 
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ii  =  il.--i^ 


o      F,      Fj. 
F.     F,,     F^ 
F       F        F 

et  ces  résultats,  combinés  avec  Téquation  évidente 

vérifient  immédiatement  le  théorème. 

L'équation  H  =  o,  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées 
des  points  d'inflexion  de  C,  représente  une  autre  courbe 
nommée  la  Hessienne  de  la  première,  et  dont  la  considé- 
ration est  utile  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques. 
Comme  le  degré  dé  cette  courbe  est  au  plus  égal  à  3  (/i  —  2), 
il  en  résulte  que  le  nombre  des  points  d'inflexion  de  C  ne 
surpasse  pas  3/7(//  —  2). 

658.  L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  homogènes 
(u**  638)  se  met  sous  la  forme 

u  =  (a,'*-h  j'-h  aaxzY —  ^a^ [x^ -h  j^-^) z^  =  o, 

et  celle  de  la  première  polaire  par  rapport  à  un  point  dont 
les  coordonnées  sont  a,  6,  y  est 

du      ^ôu         die 

il  en  résulte,  en  remplaçant  r  et  7  par  Tunité  après  la  dif- 
férent iati  on, 

a[(.r*  -f-^*)  [x  -h  a)  -\-  iiax^'\  -h  êj ( a;* -4- j' -h  a/7  r  —  T.n'* 

-f-  a[x^-^xy^ —  lay^)  z=z  o. 

Si  le  point  fixe  est  à  Torigine,  cette  équation  représente 
une  cissoïde.  Elle  donne  une  strophoïde  [voir  Briot  et 
Bouquet,  Géom,  analyt.,  7°  édit.,  p.  16)  si  Ton  a 


Ç  r=  o,      2  a  =:âr. 
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639.    Ou   trouve    le  foUum    de    Descartes   (n®    483). 

6G0.  La  droite  polaire  du  point  m  (a,  ë,  y)  relativement 
k  la  courbe  [Remarque  du  n®  63d)  a  pour  équation 


ÔJ!*  djr*  dz*  âjrdz  '  dxdz  àxdy 

ou,  plus  simplement, 
(i)      Aa»-f-  BÇ'-h  Cy'-f-  aD^y  -h  2E7a  -f-  2F«e=  o  =:=  y, 

A,  B,  C,  ...  étant  linéaires  en  x,  /,  z  et  les  quantités  a, 
o,  y  satisfaisant  à  la  relation 

(2)  «a  4- 6S -h  cy  =  o. 

Quand  le  point  m  décrit  la  droite  L,  on  peut  consi- 
dérer \^%  coordonnées  a,  6,  7  comme  des  fonctions  d'une 
même  variable  t.  Pour  obtenir  Tenveloppe  de  la  droite 
représentée  par  l'équation  (i),  on  est  donc  conduit  à  diffé- 
rent ier  (i)  et  (2)  par  rapport  à  t,  ce  qui  donne 

à^  ôf  09 

-~  cix  -h  -r^  d€  -\-  -T-î-  ^7  =  o,      adx  -H  bdS  H-  cdy  z=  o, 
doL  0^  ây 

et,  par  suite, 

^    '  a  doL       b  d^       c  dy^ 

ces  dernières  équations  se  réduisant  à  une  seule  à  cause  de 

àv  .  09  09 

Si  Ton  égale  chacun  des  rapports  (3)  à  afi^  on  obtient 

Tenveloppe  cherchée  en  éliminant  a,  6,  7  et  fx  entre  les 

équations 

A  « -+- F 6  4- Ey  = /x<r, 

Fa  -I-B6-+-D7  — |ui^, 

Ea-hD6-t-C7=:/*c, 

au  -h  b€ -h  cy  =  o» 
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Le  rësultat  se  met  sous  la  forme 


o 
a 
b 
c 


a  b 

A  F 

F  B 

E  D 


c 
E 
D 
C 


:n:  O 


et  représente,  comme  on  voit,  une  courbe  du  second  degré 
dont  M.  Cayley  s'est  occupé  le  premier  et  que  M.  Cremona 
a  nommée  la  poloconique  de  la  droite  L. 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  est  d'ailleurs 
un  cas  très- particulier  de  celle-ci,  due  à  M.  Cremona 
{Introduzione  ad  una  Teoria  geometrica  délie  cwve 
piane,  p.  11 4)  : 

Quand  un  point  parcourt  une  courbe  d'ordre  m,  les 
droites  polaires  de  ce  points  relativ^ement  à  une  courbe  du 
j^iimé  Qrdrc^  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  m[n  —  i  ). 
On  sait  que  la  classe  d'une  courbe  est  le  nombre  des  tan- 
gentes (réelles  ou  imaginaires)  qu'on  peut  lui  mener  d'un 
point  pris  dans  son  plan. 

661 .  On  trouve  l'équation 
qui  a  pour  intégrale 

Une  conséquence  immédiate  de  la  correspondance  admise 
entre  la  oourbe  des  points  m  et  celle  des  points  fx,  abstrac- 
tion faite  du  parallélisme  des  tangentes,  consiste  en  ce  que 
la  surface  de  révolution  engendrée  par  un  arc  de  la  pre- 
mière tournant  autour  de  l'axe  des  x  est  proportionnelle 
à  l'aire  correspondante  de  la  seconde. 

C'est  là  une  remarque  à  peine  utile  à  faire,  mais  qui 
présente  un  certain  intérêt  liistorîque.  Leibnitz  raconte  en 

Fbenet.  —   Recueil,  lo 


434  QUESTIONS    DIVERSES. 

effet  (Opéra,  t.  III,  p.  igS)  que  cette  proposition,  qu'il 
rencontra  presque  au  début  de  ses  études  mathématiques 
et  qui  lui  causa  un  très-grand  plaisir,  le  mena  à  la  décou- 
verte du  Calcul  différentiel  en  lui  faisant  trouver  le  triangle 
caradéiistique.  Il  entend  par  là  celui  qui  a  pour  côtés,  en 
chaque  point  d'une  courbe,  les  quantités  dx^  dy^  ds^  et  qui 
ne  diilère  pas  du  triangle  différentiel  dont  Barrow  avait 
déjà  fait  usage. 

662.  L'équation  à  laquelle  on  parvient  peut  s'écrire 

r  =  —  ^'•'"> 

d'où 

663.  En  différentiant  Tégalité  qui  exprime  la  condition 
donnée,  on  trouve  Téquation  homogène 

dont  l'intégrale  est 
66&'>  Posons 


(x»-f-7»)'-  /z'(:r»-7*)  r=  F(.r,  j). 


d'où 


\dx  j  X  3x' —  x^ ^ 

Td¥\  "■  ~  J  3^'-7'' 

l'équation  différentielle  est  donc,  d'après  la  théorie  des  tra- 
jectoires orthogonales, 

dx  j(3x*~ /') 
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Cette  équation  homogène  donne  par  l'intégration 

équation  d'une  lemniscate  semblable  aux  proposées  et  dont 
Taxe  est  incliné  de  45  degrés  sur  celui  de  ces  courbes. 

Le  problème  des  trajectoires  orthogonales  a  beaucoup 
occupé  les  géomètres.  Jacques  et  Jean  BernouUi  en  avaient 
déjà  traité  des  cas  particuliers  lorsque  Leibnitz,  en  i^iS,  le 
proposa  comme  défi,  «  pour  tâter  un  peu  le  pouls  à  nos  ana- 
lystes anglais  »,  disait-il  dans  une  lettre  à  Tabbé  Conti.  Le 
gant  fut  relevé  par  Newton,  qui  résolut  la  question  sur-le- 
champ  dès  qu'il  en  eut  connaissance  5  Taylor  le  suivit  avec 
succès  dans  la  lutte.  On  doit  à  Euler  de  nombreux  et  impor- 
tants travaux  sur  ce  problème  des  trajectoires. 

665.  On  trouve 

7»  -:-  a:'  —  C  —  «'  log.x^ 

666.  Soient 

y^  —  ^a.v  zzz  o 

l'équation  de  Tune  des  paraboles,  i*  la  surface  constante; 

on  a 

X-^        1  4  ± 

Les  relations  (i)  et  (2)  font  connaître  les  coordonnées  de 
l'extrémité  de  Tare  à  laquelle  s'arrête  l'intégrale,  et  l'équa- 
tion 

2xjrz=z  36% 

qui  en  résulte  par  l'élimination  de  a,  est  celle  du  lieu  de- 
mandé. 

667.  Soient  b  la  longueur  donnée,  x*H-j^*  ^=  a*  l'équa- 
tion de  l'un  des  cercles,  Xi^j^i  les  coordonnées  d'un  point 

28. 
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du  lieu*,  on  a 


/-^       ady  .     j, 

b=   I     ^^^ =  a  arc  «in—» 


et 

De  là  résulte  l'équation  de  la  spirale  hyperbolique 

r               ft 
arclang— =rr 1.,      ou     rO  ^=  b. 

Cette  dernière  équation  aurait  pu  s'obtenir  tout  de  suite, 
car  on  a,  pour  les  coordonnées  polaires  d'un  point  du  lieu, 


668.  Soit 


/ 

— - 

«, 

6 

b 

—  • 

a 

X» 

+ 

6» 

:  I 

l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
Celle  de  la  normale  au  point  (jc^y)  est 

a^X         b^Y 

X  y 

en  posant 

On  en  déduit,  pour  la  distance  p  du  centre  à  la  normale, 

d'où 

(i)  e^x^  —  (a'e»  -h/?*)  e-x^  -+•  a}p*  =  o. 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  réelles ,  si  Ton  a 
(2)  a—p^b. 

Cette  condition  remplie,  Téquation  (i)  donne  deux  racines 
pour  X*.  Désignant  Tune  d'elles  par  x',  Tautre  par  |',  on  a 


é'  ^  c' 


et,  par  suite,  la  relation  demandée 

Les  deux  points  ainsi  déterminés  sont  des  points  associés. 
La  relation  (3)  peut  s'écrire 

(a^—  x^)  [a^  —  Ç2)  =  (l  —  c»).r'Ç% 

ce  qui  montre  que,  si  l'un  des  points  parcourt  le  quart  de 
l'ellipse  en  allant  de  l'extrémité  du  petit  axe  à  celle  du 
grand,  l'autre  parcourt  le  même  arc  en  sens  inverse. 

669.  Si  l'on  désigne  par  a:  et  g  les  abscisses  des  points 
associés  m  et  fx,  on  a  les  formules  (n**  668) 

»*  -h  a?€^  .^  a^p^ 

1)  x'+ï»==:i ,      .r>ç»=:_f-, 

(2)  a<  — a»(^'-hÇ')  -\-e^Jc^l^  =  o. 

Soient  s  =  Bm  l'arc  d'ellipse  qui  part  du  sommet  B  du 
petit  axe  et  qui  aboutit  au  point  variable  m*^  a  =  A[i  celui 
qui  part  du  sommet  A  du  grand  axe  et  qui  aboutit  au 
point  associé IX \  l'équation  de  l'ellipse  fournit  les  deux  sui- 
vantes : 


fis 


=zi/ —dx,       dfi—  —  1/ dl. 

y     a'  —  x^  \     a^—  Ç2       ^' 
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D'ailleurs,  on  tire  de  réquation  (2) 


,  /  «'  —  H'  ^  .   /•  a-  —  x^ 


lonc 


et  par  suite 


adx                         a 
ds  =  — - —  >      da  =: rfÇ, 

Ç  X 


_  ,         a  de        adi 

ds  —  da  -^ 1 ^ 

5  ^ 


D*un  autre  cAté,  les  équations  (i)  donnent  par  la  dilTé- 

rcntiation 

ilx       d\        pdp       dp 

(  X         tf'arÇ         a  ' 

d'où 

ds  —  d<r  =  dp. 

On  en  conclut 

(3)  Si  — J  —  (cr,  —  <t)  =7?,  —p, 

OÙ  Ton  a 

La  relation  (3)   est  précisément  celle  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Si  l'on  y  fait  a:  =  o,  elle  donne 

Bm,  ~  Afx,; 

la  proposition  qu'exprime  cette  égalité  est  connue  sous  le 

nom  de  théorème  de  Fagnano. 

(Le  Besgue.) 

670.  Soit  -.  le  rapport  donné;  on  a 


j''  =  i{'-^%^ 


dx\ 


J 
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Différentiant  et  prenant  y  pour  variable  indépendante ,  il 
vient 

dx 

Faisons  -^  =  t  et  intégrons,  il  viendra 

Cy     *r=(l-+-f»)'-4-^, 

I   -  1 

et  enfin 

/  b  —  fi 

l  C^Y    ^ 

\  0  —  a 

Ce  problème,  le  cas  le  plus  simple  des  courbes  de  pour- 
suite, revient  au  suivant  :  Un  point  mobile  A  parcourt  une 
droite  PQ  avec  une  vitesse  constante  a  j  il  est  poursuivi  par 
un  autre  mobile  B  animé  d'une  vitesse  b\  oh  demande  la 
courbe  décrite  par  B,  en  supposant  que  la  position  initiale 
de  ce  point  ne  soit  pas  sur  PQ. 

671.  On  trouve 


(       --        \" 
r.  ■:=:  dy\c^y    " — ly      , 


équation  toujours  intégrable  si  n  est  entier.  Pour  n  =  2, 
on  a  une  cycloïde;  pour  n  =  i,  un  cercle.  Lorsqu'on  sup- 
pose n=--  —  I ,  Téquation  devient 

dy  adr 

dx  —  '- ^  = '■ 79 

d'où  l'on  tire 

y  z=^  -\e  "^     -1-  £?       "    y  .--  o. 

La  courbe  est  donc  une  chaîne tte. 
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G72.  Prenons  le  point  A  pour  pôle^  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  quelconque  a  pour  expression,  au  moyen  des 
coordonnées  polaires  [formule  (c),  p.  178], 

r'  -H  20' ^-7-^ 

ar 

en  posant 

dr 

La  condition  du  problème  revient  d'ailleurs  à  dire  que 
la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est 
à  ce  rayon  vecteur  dans  un  rapport  constant.  U  en  résulte 

l'équation 

dp 
P'  —  rP-^  -^-a(^»^-/?')  =  o, 

qui  peut  s'écrire 

r^-\'P*  r^-hp^ 

Elle  devient 


7.  u  du  dr 
7  =:  2a  — 1 


en  faisant 


r 


^  —  u\ 


par  suite, 


et  enfin 


r"r=r6»(l-h«'), 


dQ= 


Cette  dernière  formule  intégrée  (n°  411)  donne 

/^cosa(ô  —  «)  m  ^       (n«  626). 
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673  •  Ce  problème  se  résout  simplement  en  définissant  la 
courbe,  d'après  Euler,  par  une  équation  entre  le  rayon  de 
courbure  p  et  Tangle  cp  que  fait  ce  rayon  avec  une  direction 
constante.  Soit  donc 

e  =  P(?) 

l'équation  de  la  courbe,  cp  étant  Tangle  du  rayon  de  cour- 
bure avec  une  droite  donnée.  Pour  fixer  les  idées,  nous  sup- 
poserons que  cette  droite  est  Taxe  des  x.  On  voit  sans  peine 

qu'on  a 

ds  =  p^?9 

et  comme 

-  =  tangç, 

dx  =ids  il  -h  -y-j  )      =z  p  cos^  d(fy 
dy  •=z  p  siny  df^. 

Ces  deux  dernières  équations  feront  connaître  x  et  j^  en 
fonction  de  cjr.  D'ailleurs ,  si  p^  et  cy^  sont  les  coordonnées 
du  point  de  la  développée  correspondant  au  point  qui  a  p 
et  cp  pour  coordonnées,  on  a 

TT 

œ,  rr:  m  H , 

d'où 

et  comme  l'élément  de  la  développée  est  égal  k  dp ^  on  a. 
aussi 

dû  =r  pi  dffi  rrr  p,  dtf. 

Si  la  développée  est  semblable  à  la  courbe,  n  étant  le  rap- 
port de  similitude. 

Pi  —  «Pi 
et  par  suite 

-L  z=z  n  d(D,      û  =  A  e"?. 
P 
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Si  Ton  porte  cette  valeur  de  p  dans  celles  de  dx  et  de  djr^ 
on  obtient  les  équations  intégrales 

X  —  a  = (sin«  ^-  /zoos 9), 

1  -h  «' 

X  —  b".  — — j  (/i sin©  —  cosç), 
en  appelant  a  et  i  deux  constantes  arbitraires.  Faisons 

y—  ^  ^      ï 


il  viendra 


A^? 


r=: p  z=  Asinwe^"»", 


sin©  —  cosotanciM  ,  . 

langO  =  -^ i ^-  =  tang(y  —  w); 

sin  y  tang  w -h  CCS -p 

et  par  conséquent 

>+» 
Gr^y  —  w,     r  =  A  sin  w^**"^*'. 

Cette  dernière  équation  est  celle  d'une  spirale  logarith- 
mique dans  laquelle  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente 
Tanglc  0). 

674.  On  trouve 

La  cycloïde  et  la  développée  de  la  parabole  sont  des  cas 
particuliers  de  la  courbe  cherchée. 

675.  Soit  en  général  une  courbe  roulant  sur  Taxe  des  x 
et  située  dans  le  plan  des  axes  5  pour  trouver  le  lieu  décrit 
par  un  point  A  de  ce  plan  invariablement  lié  à  la  courbe, 


SOLUTIONS.  445 

supposons-la  rapportée  à  ce  point  comme  pôle  et  à  la  droite 
quelconque  AP  comme  axe  polaire.  La  droite  AP  est  aussi 
invariablement  attachée  à  la  courbe.  Soient  r  et  6  les  coor- 
données polaires  du  point  M  où  la  courbe  toucbe  Taxe  des  x\ 
la  relation  qui  les  lie  est  exprimée  par  une  équation 

(i)  F(f,ô)==o. 

X  ely  étant  les  coordonnées  du  point  A,  on  a  aussi  (n**  244) 

(2)  tang  AM.r  r= —  r=r  — ~-5 

^    '  ^  dy         dr 

et 

/nx  .^  '*^ô 

(3)  AQ=:r  =  r 


Le  lieu  s'obtient  en  éliminant  d  et  /*  entre  les  équations  (i)^ 
(2)  et  (3). 

En  appliquant  ici  ce  calcul,  il  vient 


f 
«"  -.-7 


(  v\  ■ 
dx  =: 


Si  n  =-  —  I ,  la  courbe  mobile  est  un  cercle  dont  un  point 
est  situé  au  pôle  5  on  retrouve  la  cycloïde. 

Pour  /!:=:->  la  courbe  mobile  est  une  parabole  qui  a  son 

foyer  en  A  ;  ce  foyer  décrit  une  chaînette. 

Pour  72  =  2,  le  point  A,  centre  d'une  hyperbole  équila- 
tère,  décrit  une  courbe  dont  Téquation  dlflerentielle 

ax  ~— 


[a^-y^y 


représente  un  cas  particulier  de  la  courbe  élastique  (n^*  571 
et  630)» 
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676.  Observons  d'abord  que  Téquatiou  représente  une 
famille  de  surfaces  réglées,  dans  lesquelles  la  génératrice 
rencontre  constamment  l'axe  des  z.  Cela  posé,  si  Ton  dé- 
signe simplement  par  cp  et  4*  les  fonctions  qui  figurent  dans 
le  second  membrCi  on  trouve  en  différentiant 

SX'  —  —  x'y'  —  xr  /  —  r-t*^", 

Au  moyen  de  ces  relations,  l'équation  générale  des  lignes 
asympto  tiques, 

dy'^  dy 

dx^  dx 

se  décompose  en  ces  deux-ci, 

xdy  — ydx  zz=  o,      (/'  -h  xy^)[xdy — ydx)  ==  ixtf'  dx^ 

dont  la  première  détermine  les  génératrices  mêmes  de  la 
surface.  La  seconde,  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

do'       d^' 
est  une  équation  linéaire,  dont  l'intégrale 

définit  un  second  système  de  lignes  asymptotiques.  Cette 
équation  se  réduit  à 

quand  <|/  =  o;  c'est  le  cas  des  conoïdes.  On  trouve  en  par- 
ticulier pour  le  coin  conique  de  Wallis  (312) 
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Si  l'on  suppose  (?"•  =  «f,  l'équalion  (i)  devient 

tn-1  X 

ce  qui  se  réduit  à  (x -h  «)'9'=  ^^''  P^^^'  '^  =  '  '  Cette  équa- 
tion  se  rapporte  alors  à  la  surface  engendrée  par  une  droite 
mobile  glissant  sur  deux  droites  fixes,  qui  sont  ici  l'axe  des 
z  et  une  parallèle  à  Taxe  des  j. 

677  Cherchons  d'abord  Véquation  de  la  courbe  en  sup- 
posant, pour  plus  de  généralité,  qu'il  s'agit  d  un  cône  quel- 
conque  du  second  degré,  dont  Téquation  est 

(0  a}  b^  C' 

En  un  point  (:r,  j,  z),  situé  à  une  distance  r  de  l'origine, 
le  cosinus  de  Tangle  formé  par  la  génératrice  et  la  tangente 

sera 

xdx  -h  rdjr  -4-  zdz  dr 

^^^  rdr  ds 

m  étant  une  constante.  Les  équations  (i)  et  (2)  se  trans- 
forment au  moyen  des  formules  connues 

x=:=  rsin9cos«p,    jr  = ''sin0sin(p,     z  =  rcos0, 

et  deviennent 

sin^Gcos'q»        sin'ôsin'»        cos'ô 

(4)  dr^  =  rn}ds^  =  m^[dr^  -H  r^d^'  +  r»  sin^ô)  df. 

On  tire  de  l'équation  (3) 

a}  b^  -h  c^p^ 

en  posant,  pour  abréger, 

/5\  p'— a»sin'«p -+- ^*cos'^; 
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et  par  suite 


</9— — 


abcdp       abc(  b^  —  a^)  sin ^  cos^  «/<p 


Substituant  les  valeurs  de  sind  et  de  dO  dans  réquatîon  (4)^ 
elle  prend  la  forme 


^        tir  abm  ^p^(à^b^-\-c^p^)-\-c^(b^ — a*)'sin'<p  cos'^» 

OÙ  Ton  suppose  p  remplacé  par  sa  valeur  (5). 

L'équation  (6)  s'intègre  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques. Lorsque  a  =  b.^  p  =  a^  etc.,  on  a 


og  -  =  ±1    / r  I  ,    —  ?  =  =^  ^T» 

^»  y  I  —  m^  y  rt'  -f-  c* 

ou 


L'équation  (  3  )  se  réduit  alors  à 


tangS  =  -î 


et  la  projection  de  /•  sur  le  plan  des  xy  étant  égale  à  rsinô, 
il  en  résulte  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  même  plan 
est  une  spirale  logarithmique.  On  voit  par  Téquition  (^i) 
que  la  courbe  cherchée  est  recti fiable. 

678.  En  faisant  usage  des  notations  du  n**  225,  on  a  re- 
connu que  les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse  d'intersection 
sont  lés  racines  de  l'équation 

-0-^-^ — n-^-; ;  =  o        n«225. 
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Or,  x^y^  z  désignant  les  coordonnées  de  A  ou  de  B,  on 
voit  sans  peine  qu'on  a 

et,  par  suite,  pour  l'équation  de  la  surface 

a*.r^  ^'r'  c^z^  /<*«.,» 

;^ — i  ■+■ -r^2 -^- ;5 — ;=^     n^asi, 

dans  laquelle 

Cette  construction  de  la  surface  des  ondes  lumineuses  a 
été  donnée  par  Fresnel  [Mémoire  de  l'Institut,  t.  VII). 

679.  L'équation  de  Tellipsoïde  étant 

et  a,  6,  y  désignant  les  coordonnées  de  /jt,  le  plan  woju  a 
pour  équation 

(i)  "^[q  -  r)xz  -\-Y[r  - p]zx  -^  Z{p  -  q]xx  =z  o, 

et  la  question  revient  à  éliminer  a:,  y  y  z  entre  les  relations 

(2)  «x -f- êj -i- 72  =  o, 

(3)  «(î  —  r)^3+e(r  — /?)3.r  -{-^(p  —  ç)jrj:^o, 

p:F=  -h  qy^  -f-  r^'  =  i , 

(4)  x»4-r'-^2'=«'-^-^^+  7'=^  "'• 
Faisant,  pour  abréger, 

on  tîre  des  deux  dernières 

P.724-  Q;2-i-Rz-=o. 
Si  l'on  écrit  ce  résultat  sous  la  forme 

Vjc  . ./.  -h  Qj . j  +  R  5 . 3  =  o. 
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et  qu'on  le  rapproche  de  Téqualion  (2  ),  on  en  déduit 

Qry  ~  Rg6  _  Rza  —  Pry  _  Pxg  —  Qjg 

_ctr3(R  — Q)-f-g3x(P  — R)-hyx^(Q  — P)^ 

Le  dernier  rapport  étant  nul  en  vertu  des  équations  (3) 
et  (4),  il  vient 

a  €  y 

^^  p^~Q]r~iu' 

et,  par  suite, 

«*      6'       7* 
(6)  p-^Q  +  t  =  0' 

équation  qui  est  bien  celle  de  la  surface  de  Tonde  (n°  334). 

Pour  obtenir  la  direction  de  la  normale  au  point  fz  de 

cette  surface,  soit  F  le  premier  membre  de  l'équation  (6) 

et  désignons  par  w  la  valeur  commune  des  rapports  (5). 

On  trouve 

I 

6)  = 

pxK  -h  qjrç  -h  rzy 
et,  en  difléreutiant, 

I    â¥       a  /oa'        qe^       ry»\ 

9.    du       P  \  P»         Q»         R»  /  ' 

1  (^F  ^         I   dF 

2  (76  2   ay 

Ces  relations  montrent  que  la  normale  est  perpendiculaire 
à  Taxe  du  plan  donné  par  l'équation  (i). 

On  voit  qu'elle  l'est  aussi  à  la  tangente  en  m,  car  on  a 

ÔF  d¥  ÔF 

T'P^  -+-  ITS  Ç'J  -^  T"  '■^  =  O- 
Ôtx.'^  O^  Ôy 

On  peut  généraliser  la  question  en  remplaçant  u=^on 
par  9  (  M ).  Le  calcul  s'effectue  de  la  même  manière  et  conduit 
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à  une  surface  représentée  par  Téquation 

a'  6»  v' 


/7(ipM)'— I        (f[fur—i        r[<fuy—i 


o. 


Dans  ce  cas  les  normales  aux  points  correspondants  de 
Tellipsoïde  et  de  la  surface  sont  encore  dans  le  même  plan, 
mais  ne  se  coupent  à  angle  droit  que  si  (p(?i)  =  ku^  k  dési- 
gnant une  constante. 

680.  Soienty=  o,/i  =  o  les  équations  des  surfaces;  x, 
y^  z  les  coordonnées  de  m;  J^i,  ji,  z^  celles  de  w/j.  On  a 

•2^-2^1 -4- 7/i -4-  zz,  =:  0/w.O/w,  cos/wOH  =  /•-, 

1^  =  1  ^^L^. 

En  dîfférentiant  la  première  de  ces  relations  et  tenant 
compte  des  deux  autres,  il  vient  celles-ci 

r,c?.r  -hXi^J^  -h  Zidz=:  o,     xd.Tx-\- jrdfx  -f-  zdzx  —i  o, 

dont  la  dernière  équation  exprime  que  la  droite  om  est 
perpendiculaire  à  toute  direction  définie  par  les  quantités 
ilxx-^  f^jx-i  f/zi  (p.  191),  c'est-à-dire  au  plan  tangent  en  /w, . 
Par  suite 

x  dxi       y  dxx        z  dzi  ' 
d'où  résulte 

dA  ^      dfx  ^      df, 

OH.  =.         '''^      ^''^J^        '^.  ^     X- 


mMm-m] 


,       0/n 


C.    Q.    F.    T. 


Les  surfaces  qu'on  vient  de  considérer  ont  été  noinuiées 
réciproques  par  M.  Mac-Cullagh. 
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Observons  que  le  lieu  des  points  H  est  la  podaire  (n^  235) 
P  de  S.  Deux  points  correspondants  de  P  et  de  Si  sont  donc 
liés  par  la  relation  0#/i.OH  rt:  Ar';  on  dit  alors  que  la 
courbe  S|  résulte  de  la  courbe  P  au  moyen  de  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques^  Ce  mode  général 
de  transformation  donne  souvent  d'intéressants  résultats. 
[Voir  Paul  Serret,  des  Méthodes  en  Géoniéine). 

681.  De  Téquation  9(j:,j^,  2)  =  o  de  la  surface,  on  tirs 

/..-V^',      m.-.vi^,     n^-Y% 
ox  oj  az 

I  dy^       d^^      df^ 

/,  /;/,  n  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  AIN  au 
point  M(x,  7  ,  z). 

Soient  en  outre  a,  6,  y  les  cosinus  directeurs  du  rayon 
incident  qui  aboutit  en  M,  et  qui  rencontre  en  un  point 
/ui(Ç,  y?,  ?^)  la  surface  L  h  laquelle  tous  les  rayons  incidents 
sont  perpendiculaires.  Posant  /xM  ==  /i,  on  a 

(i)  Ç  — j:=rraA,     lî— /— SA,      ^—  z=-:y/i. 

Si  «1,  6i,  7i  sont  des  cosinus  directeurs  du  rayon  réfracté 
qui  passe  en  M;  Çi,  yî|,  (^1  les  coordonnées  d'un  point  ^i  pris 
sur  ce  rayon  à  une  distance  de  M  égale  à  hi^  on  a  aussi 

(2)  Ç,  —  .r  n=r  a,A,,       ï,,  —  J  —  ^,/i,  ,       5,-2.2=7,//,, 

et  il  s*agit  de  prouver  qu'on  peut  déterminer  //i  de  telle  sorte 
que  les  rayons  réfractés  soient  normaux  au  lieu  des  points  [li. 
Or,  en  difierentiant  les  équations  (i),  on  en  tire 

di=:  clx  -h  oL(lh  -f-  hdT. ,      dyï^=.  dy  -\-  Qdh.-T-  hdZ^ 
d^z=idz  -h  yd/i  -ï-  hdy , 
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et  par  suite 

a^  -f-  6fAj  -f-  7  r/Ç  =  a  d!r  -f-  ^  dy  '\'  f  dz  -r-  dh  ^=z  o  ^ 

puisque  la  droite  /xM  est  normale  à  la  surface  Z.  Les  équa- 
tions (  2  )  donnent  de  même 

( 3 )      «I  ^/Çi  4-  ^1  dnx  H-  7i  (Kx  =  a, dx  -f-  6, ^(rH-  '^i\dz  -r-  dh^ . 

D'un  autre  côté,  la  première  loi  de  la  réfraction  exige  que 
le  plan  qui  renferme  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfracté 
contienne  la  normale  en  M.  On  exprime  ce  fait  en  écrivant 
que  Vaxe  du  plan  /uiMN  est  parallèle  à  celui  du  plan  piMN; 
c'est-à-dire  qu'on  a,  i  désignant  l'angle  d'incidence,  r  celui 
de  réfraction, 

%n  —  7m        6|/î  —  7i/72        7/  —  a/î        71/  —  a,« 
sin/  sin/'  sin/  sinr 

a/?2  —  6/        a,  m  —  ^d 


— ; » 


d'où 

(4) 


sm;  smr 


m  n 


a  —  «1 X'        6  —  6|  /•       7  —  7i  ^'  ' 

h  est  ici  l'indice  de  réfraction. 

Comme  on  a 

ld.T  -f-  mdy  -f-  «r/z  :rr  o, 

on  tire  des  équations  (4) 

ar/r  -4-  ^dy  4-  7r/2  =  /'(a,fAr  -f-  61^  -h  71^/2)  =:  —  dh^ 

ce  qui  transforme  la  relation  (3)  en  la  suivante  ; 

dK 

k 
dh 

Il  suffit  donc  qu'on  ait  dlii  =  —  pour  que  les  rayons  ré- 
fractés soient  normaux  à  la  surface  des  points  /:X|,  et  par  suite 
à  toutes  les  surfaces  parallèles» 
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Ce  thëorème  remarquable  a  été  trouvé  par  Malus,  dans 
le  cas  particulier  où  les  rayons  incidents  émanent  d'un 
même  point.  La  première  démonstration  qu'on  ait  donnée 
du  cas  général  est  due  à  Charles  Du  pin. 

682 .  Prenant  le  point  donné  pour  origine  et  la  ligne  don- 
née pour  axe  des  x,  l'équation  de  Tune  des  sphères  sera 

x'  +  j'  -+-  3'=  7.ax. 

Si  l'on  désigne  en  outre  par  —  »  —  ^^^  dérivées  partielles 

relatives  à  la  surface  inconnue,  on  est  conduit  à  intégrer 

Téquation 

dz  r^  -h  z'  —  .r'        r  àz 

—  * - — h  I  =  o. 

d^         2^2  »  or 

On  trouve 

X*  -+- 


y'-\-Z^z=Zff(^\ 


683 


•  f('5-^)=«- 


684.  On  trouve  immédiatement,  en  prenant  Â  pour  ori- 
gine et  AB  pour  axe  des  r, 


ôz  dz 


i 


z  —  X  —  ~  j  —  =  rt(j:« -I- jr»  ^-2»)», 


équation  qui  a  pour  intégrale 


dz  dz 

685.     x-f- 3 -7- — /nx,     jr-^z—zrznx* 

ÔJc  .  oy 

On  déduit  de  Li 

(m  —  \)xdx       (n  —  \)YdY 

dz  r= 1 '■ — '—  > 
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et,  en  intégrant, 

z^—  [m  —  l)a:»  -4-  (/i  —  \)y^  H-  C. 

686.  De  l'équation  connue  (n**  316) 

pJ(r^_- 5»)  —  p(i  -\.p^  +  q^) [(i  _|-p»)r  —  ipqs  +  (1+  <?') r] 

-f-(l -f-/>'-hî')'  =  0, 

on  tire 

(1)  (H-/7')r-— 2/?^f -{-  (H-^')r=:0, 

et  Ton  a  aussi 

(2)  ^       Zr:r<p(x'-+-J»), 

Taxe  des  z  étant  pris  comme  axe  de  révolution.  Si,  pour 
abréger,  on  représente  x^  H- j*  par  a,  et  qu'on  tire  de  Té- 
quation  (2)  les  valeurs  de  p,  7,  r,  ^  et  «  pour  les  porter  dans 
Téquation  (i),  on  trouve 

Ht         eloL  \da.  j 

En  intégrant  une  première  fois,  il  vient 

dfsf*  I 


(la}         a(Ca  — 4) 
.     4 

ou,  en  posant  or  =  u',  -  =  a', 

d^^  a} 


du}        u*  —  a} 
On  déduit  de  là 

2 

ce  qui  fait  voir  que  la  surface  cherchée  est  celle  qu^en- 
gendre  une  chaînette  en  tournant  autour  de  son  axe,  et 
que  M.  Lindelôf  a  nommée  caténoïde. 
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Ce  problème  est  un  cas  particulier  de  celui  où  l'on  de- 
mande la  surface  de  révolution  dont  la  courbure  moyenne 
est  constante,  surface  qui  jouit  aussi  de  la  propriété  de 
rirconscrire  un  volume  donné  sous  une  aire  maximum. 
Delaunay  a  donné  une  élégante  solution  du  cas  général  en 
prouvant  que  la  courbe  méridienne  de  la  surface  est  celle 
qu'engendre  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  rou- 
lant sur  l'axe  des  z  (630).  Quand  la  courbure  moyenne 
est  nulle,  la  courbe  roulante  est  une  parabole.  [Journal 
de  Liou\^ille,  t.  VI.) 
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687.  Trouver  la  valeur  de  l'intégra  Je 


/ 


dx 


688.  Trouver  la  valeur  de 


r 


cosaa:  dx 


1  -ha?* 
689.  Trouver  la  valeur  de 


/ 


*sinaa7    . 
dx. 


X 


m 


690.  Trouver  la  valeur  de 


691 .  Trouver  la  période  de 


1 
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692.  Trouver  la  valeur  de 

/     -i â f^^' 

693.  Trouver  la  valeur  de 

/      log(i -h  arcosO -hr')  cos6  ^. 

69 i.  Démontrer  que  pour  toute  valeur  de  n 

1      Çe^dz  _      f 


—  » 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  lacet  ayant  son  origine 
à  l'infini  et  son  point  critique  à  l'origine.  (Heine.) 

695.  Intégrer  l'équation 

sachant  que,  quand  n  est  entier,  elle  est  satisfaite  en  pre- 
nant 

—  EU-       ^ 

696.  Intégrer  l'équation 

sachant  que,  quand  n  est  entier  et  positif,  elle  a  pour  in- 
tégrale 

/7/t 

697.  Trouver,  sous  forme  d'intégrale  définie,  la  valeur 
de  la  série 

x^  x^  x^"^ 

IH r  -i- 


J*  I*.2*  l*.2*.../l» 
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698.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 


f  e? 


i(x)  dx.         (  Voir  p.  463.) 


699.  Vérifier  les  formules  (c)  et  (rf)  du  Tableau  n'*  1 
(p.  4^4)  et  démontrer  qu'en  désignant  par  6  Tune  quel- 
conque des  fonctions  0(^),  0^  (^),  H(^),  H,  (.r),  la  fonc- 

tion  impaire  ât~t  s'accroît  de  la  quantité jr  quand  on 

y  remplace  x  par  .r  H-  2  K'  /. 

700.  Soit  un  rectangle  ABGD  dont  les  côtés  AB  =  2R, 
AC  =  2R'  sont  respectivement  parallèles  à  l'axe  des  x  et 
à  l'axe  des  y^  la  direction  de  A  vers  B  étant  celle  des  x  po- 
sitifs et  la  direction  de  A  vers  G  celle  desj^  positifs;  dé- 
montrer que  la  fonction  9  de  la  question  précédente  n'a 
qu'un  zéro  dans  l'intérieur  de  ce  rectangle  appelé  le  rec- 
tangle des  périodes  2K  et  2K'  i, 

701.  Trouver  les  formules  qui  donnent  les  zéros  de 
e(^),  Oi  (x),  H(^),  H,  (x)  (p.  463). 

702.  Etant  donnée  la  fonction  F(^)  aux  périodes  2  K  et 
'2¥Ji,  qui  n'a  d'autres  discontinuités  que  des  pôles,  dé- 
montrer que  l'intégrale 


^/^<=)g 


H'(z  —  t) 


dz, 


(z-t) 

prise  le  long  du  contour  d'un  rectangle  despériodes  (n"  700) 
à  l'intérieur  duquel  se  trouve  un  point  f,  a  une  valeur  in- 
dépendante de  t^  et  en  donner  l'expression  au  moyen  des 
résidus  de  la  fonction  sous  le  signe  f, 

(Théorème  de  M.  Hermite.) 

703,  Vérifier  les  formules  du  Tableau  n*'  5  (p.  ^Gj)- 

704.  Si  'f{x)  et  ^{x)  sont  des  fonctions  de  mêmes  pé- 
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riodes  sans  infinis  et  sans  zéros  communs,  on  a 

"^'{b)    ^    ^^'(a)       V?'(S^)       V4^'(g)  _ 


2d^{^b)~'  Zà\i^a]       ^Vî?)       ^^^^) 


=  o. 


a  désignant  les  infinis,  a  les  zéros  de  ^{^)j  ^  les  infinis, 
b  les  zéros  de  à(x). 

705.  Trouver  les  fondions  F(^)  telles  que,  si  l'on  pose 

(i)  x  =  a  -i , 

X  -^  c 

on  ait 

(a)  F{y)=^F(x), 

On  prouvera  d'abord  que  la  question  se  ramène  à  la  re- 
cherche des  fonctions  qui  prennent  la  même  valeur  quand 

on  y  remplace  la  variable  par  ^  ou  par  —; — h* 

P  »*'       p 

706.  Soient  x^-\-y^  —  5^=0,  ax^~}-  by- — z^=:o 
les  équations  de  deux  coniques  A  et  B  rapportées  à  un 
triangle  autopolaire  commun  ;  si  Ton  définit  un  point  quel- 
conque M  de  A  au  moyen  d'un  paramètre  cp  par  les  équa- 
tions 

or     _    y 


en  cp        sncp 


-5, 


et  un  point  N  où  la  tangente  en  M  rencontre  B  par  des 
formules  analogues  au  moyen  d'un  paramètre  ^y  démon- 
trer que  la  relation  qui  lie  les  paramètres  des  points  cor- 
respondants M  et  JN  exprime  que  ç  —  ^  est  une  constante. 

707.  Si  l'on  considère  un  polygone  dont  tous  les  côtés 
touchent  une  conique  et  dont  tous  les  sommets  moins  un 
se  déplacent  en  demeurant  sur  une  autre  conique,  le  der- 
nier sommet  décrira  une  conique.  (Poncelet.) 

708.  Trouver  une  courbe  telle  que,  si  l'on  projette  le 
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ra\on  de  courbure  d'un  point  sur  l'ordonnée  et  celle-ci 
sur  le  rayon  de  courbure,  le  produit  des  projections  obte- 
nues soil  constant.  Exprimer  l'ordonnée  de  la  courbe  par 
une  fonction  elliptique  de  l'abscisse. 

709.  Trouver  une  courbe  dont  le  rajon  de  courbure 
soit  proportionnel  à  l'inverse  de  la  normale. 

710.  Trouver  une  courbe  dont  l'arc  soit  proportionnel 
au  cube  de  l'ordonnée. 

7H.  Exprimer  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 

;y.3  -+- j^3  _|_  .j^xy —  T  — y  —  o. 

712.  Toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  linéaire  par  rapport  aux  variables  et  ne  contenant 
pas  la  fonction  inconnue  peut  être  ramenée  à  une  équa- 
tion linéaire. 

713.  Soit  l'expression 


dxi  dXi  djr,i 

dans  laquelle  X^,  Xo,  ...,  X,,  sont  des  fonctions  données 
de  Xi,  X2f  . . .,  x«  et  u  une  fonction  arbitraire  des  mêmes 
variables;  si  l'on  remplace  Xi,  X2,  ...,  Xn  par  de  nou- 
velles variables  ^<,  ^2»  •••7  ^n  liées  aux  premières  par  n 
relations  linéaires  de  la  forme 

p  recevant  toutes  les  valeurs  entières  de  i  à  /i  et  le  déter- 
minant D  =  S  liz  «H  ^22  •  •  •  (^nn  étant  égal  à  i ,  on  aura 

du  du  du 

V  =  /.l  -—    4-  Zj  -7 u   .  .  .  -i-  ^      - —  , 

ôzx  dz^  dz„ 


/t6o  VPPENDICE. 

Z,,  Zg,  . . .  désignant  des  fondions  de  Zi,  Z2j  . . .,  Zn-  On 
propose  de  prouver  que 

(  A  I      ■  ^—    ■  — ^    •    •    •    -^—  ■     ïs    — —   ^—  -— ^    — j—    •    •    •     — ^    - 

c>^*i         Ojr^  ôxii        dzi        dZi  dza 

et  de  généraliser  celte  proposition. 

714.  Intégrer 

()z  ôz  dz         fl^^  dz  \ 

715.  Intégrer 

716.  Quelles  sont  les  fonctions  dont  le  hessien  est  nul? 

717.  Intégrer  l'équation 

et  montrer  que/=  const,  représente  l'équation  des  sur- 
faces parallèles, 

718.  Intégrer  les  équations  simultanées  aux  différen- 
tielles totales 

dx  =  X  du  -hydi^i 

dy  —  y  du  -r-  X  dv. 

719.  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  totales 

iy^  -+- yz )  dx  -^  (x*  -i-  xz)  dy  —  ay  dz  =  o. 

720.  Intégrer  Téquation  aux  différentielles  totales 
(i)  Xdx-\-\  dy-T-Zdz  =  o, 

où  l'on  a 

X  =  z^  —  xyy        Y  =  x^  —  yz,        Z=y^—  xz, 
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et  montrer  qu'il  existe  un  facteur  qui  rend  intégrable  le 
premier  membre  de  cette  équation  ainsi  que  les  différen- 
tielles 

X  dy  -^\  dz  -h-T*  dx^ 

X  dz  -f-  \  dx  -\~7.  dy. 

721.  Soient 

(1)  ^{x,y)r:-o,        ^{x.y)  =  o 

deux  équations  algébriques,  R(^)==o,  S(j^)=o  les  résul- 
tantes obtenues  en  éliminant  entre  elles  x  ely^  D  (^,jk)  le 
déterminant  'f^^^ —  ^'x^'y  ^^  ^(j;,^)  une  fonction  entière 
quelconque;  démontrer  que,  si  l'on  développe 

F(.r,  .r) 


K{x)^{y) 


suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  de  j^,  le  coef- 
ficient de  —  dans  le  développement  est  ésral  à 


2i 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  couples  de  valeurs  x^y^, 
^2jK2,  "  1  ^pXp  qiii  satisfont  à  (i).  (Jacobi.) 

Nota.  —  La  solution  de  cette  question  servira  à  résoudre 
les  questions  qui  suivent. 

722.  Les  points  d'intersection  (^r^j^,),  (^TajjKa)*  ••• 
des  courbes  ^{oc^y)  =  o  fixe  de  degré  m  et  ^{x,y)  =z  o 
variable,  mais  de  degré  fixe  /i,  satisfont  aux  équations  dif- 
férentielles 

^  F(xp,y„)dxp  _ 

où 

do  âo 
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et   où  F(jr,j')  désigne  une    fonction   de  degré    m  —  3, 
d'ailleurs  quelconque.  (Abel.) 

723.  Montrer  que  le  théorème  de  l'addition  des  fonc- 
tions elliptiques  est  une  conséquence  du  théorème  précé- 
dent. 

724.  Montrer  que  l'aire  d'un  segment  de  courbe  du 
troisième  degré  peut  toujours  s'obtenir  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 

72o.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  en  s'appuyant  sur  ce  fait  qu'elles  partagent 
en  parties  égales  l'angle  des  deux  génératrices  qu'elles 
rencontrent. 
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Formules  concernant  les  fonctions  elliptiques. 

Tableau  jn"*  1 . 


n—  —  «0 


I  —  iq  cos  '-r^ — h  iq^cos—j- 27»  COS  -7-— 


e,{x)r=    2   e 


2h 


/7  =  —  00 


=  H-2</  cos  -rp — h  7.q*  cos— jp h  xq^  COS 

K  IV  K. 


;i  =  —  « 


=  9.<7*  sm  ■  — -  —  iq*  sm  — : h  20  ♦  sin — l^- 

^  2K  ^  2K  ^  aK 


«  — — » 


*) 


J-  TZX  ^  ^TZX  ^  57ta? 

=  iq*  cos  -77  -h  2 7  *  cos  — T^  -\-iq  *  ces  — ^7- 
^  2K  2K  -*  2K 

K* 
q  =  e       ^, 

e  (a:-h    K)--:ei(ar),  H  (^H-    K)=       Hi(a7), 

81(07-^    K)  =  e(:r),  Hi(^-4-    K)  =  — H  (07), 

e  (;r-f-2K)  =  e  ix),  H  (>-4-2K)=— H  (^), 

©i(a7-+-2K)  =  61(4?),  Hi(a:-i-2K)  =— Hi(a7). 

4K  est  une  période  de  6,  ©1,  H,  H|. 
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(.d) 


(e) 


(/) 


(S^) 


I 


APPENDICE. 


(Suite  du  Tableau  n**  1.) 


ICI 


4 


idt{T-i.9.K'£)=       e,(x)e     k'''^*^'», 
H  {x-r-iK'i)  =  ^U  (x)e~^^'''^^''\ 

ici.         .... 

lh(x-r-'iK'l)=      H^(x)e'"^  "'         \ 
e  (— a7)  =  e  (x),         H  (—37)=  — H  (^), 
ei(  — ^)  =  e,(^),  Hi(-x)=      Hi(:r), 

l'  Zéros  (le  6  (x). .  .^niK-h  {'2m' -h  i)K'i, 
H  (x). .  .irnK-him'K'l, 
ei(a:-)...('2/n-hi)K-f-(2m'-+-i)K'/; 
H,(^).  ..(2/?n-i)K-h2m'K'«, 
Hî(o)e*(a:-)=  eî(o)H«(^)-f-e'(o)Hî(:r), 

ef(o)e»(^)  =  H2(o)Hî(:r) -1-01(0)  eî(^). 


Tableau  n®  2. 


(I_^l)(,_^4)(,_^6)...=  ^,  COS^   =   X. 


e    (a:)  —  c(l— 27X-4-gr2)(i_  25r3X-l-5r6)..  ., 


*  TTJ: 


H  (x)  =■■=  icq*  sin  -ït(i  —  a^^X -f- ^*)  (i  —  a^r^X -f- ^rS).... 


TZX 


lli{x)  —  icq"*  ces—  (l-t-2(7ÎX  -hgr*)(n-2y*X  4-<7«)..-. 


sinanio?  =  sna:? 


solutioivs.  4^'^ 

Tableau  w"  3. 


cosam 


s/k  ^(^) 

y  k  e(^) 


,         Aama^<=  (In a?  =  \/k   ^ > 

(a)  {  ^       e{x) 

I      U(x) 
tanffama^  ==  tna?  =  — -^  t:^ » 


if^) 


-./ 


«-'0 

.1 


I  "'=.(' 7^ 


v/(i  —  :p2)(i  —  k'^T^) 
dx 


a:2)(i  — /e'2^2) 


cno  =  I, 
cnK  —  o 
cnaK  =^  —  I, 
Kr)     ',  sn  K'  i  =  00,  en  K'  i  =  oc, 

cn(2K-f-K't)  =  ^, 
sn(    K^-  K'n  =  -:  ,        cn(    K  h-  K'ô  = - 

sn( — x)  = — snar,  cn(  —  x)  —      cna?. 

sii('2K  —  x)  =      snXy         cn(2K  —  x)  — — cna?, 
sn(2K4-a7)— — sn^r,         cn(iK  -h  x)  -  —  cnx, 

cna?  sna? 

cn(K  —  37)  =      ^  j— 


•/) 


I           5  II  \^  IV             Uy  J   

dnifc' 

sn(K  +  x) 

cn.î7 

dno?' 

sn(a7-4-    K'i)- 

1 

Arsna; 

\  sn(x^'iK'l)- 

sna:, 

Fremet.  —  Rci 

uiei/. 

dna? 

cn(K  -H  j?)  =:—  Xr'^i 1 

dna? 

.  idna? 

cn(rF-h    Kt)= j , 

/tsn.r 

en  (a?  -H  2  K' i)  =  —  en 57, 


<liio 

—  ï, 

dnK 

-k\ 

dn2K 

i. 

dnK  / 

—  oc. 

dn(2K 

-^K'i) 

--  oc, 

dn(    K 

T-    K'i) 

-  0, 

dn(- 

-.r)r- 

dna'. 

dn(2K  - 

-  .r  )  -  - 

dna'. 

dn(2.K  -^  a")    -- 

ânx. 

dn(K  - 

-.r)-- 

k' 
dna? 

dn(K   1 

-x)  ^ 

dna? 

dn(a'-f- 

K'  ô .-:----  - 

icnx 

snx 

dn(.r  h  2 

K'n-- 
3() 

-dn.r. 

4()6  APPEin>ICE. 

(Suite  du  Tableau  n°  3.) 

Fonctions.  Périodes.  Zéros.  Infinis. 

(  snx iK,2K'i  o,  aK  K'i.-iK-hK'i 

(c)     )  cnx 4K,aK-h2K'e        K  — K  K'i,iK-hK'i 

\  <\nx \K,iJi'i  rhKn-K'f  K'^',  aK^K'/ 


(c) 


sn(a  1*:  6) 


Tableau  n"  4. 

sna  cnb  dnb  ±  ?>ï\b  cnadna 
I  —  k^  sn^a  sn'6 


,    ,,        cna  cnb  ziz  snasnb  dnaânb 
{a)  ♦    cn(«:^6)=  j- — r , 

,    ,       ,    ,,        (\n  a  t]nb  zlZ  k^  sn  a  snb  en  a  en  b 

t\n{a±b}=  j- — -7 , 

I  —  A:*sn*asn*o 

2  sna  cna  dna 
I  —  k^  sn*a 

,                                  cn'a — sn*adn*a 
(h)  i    cnia  = — , 

I  —  A:^sn*a 

,  sn*a  —  A:*  sn*a  cn*a 

dnia  = J- — , 

I  —  A*^  sn*a 

'  ^'  i  —  k^  sn-^  a  sn^  b 

snX-i-sn[jL=       Gsnacnbdnbf 
cnX-i-cnjx=       G  cna  en 6, 
dnX-i-dn|jL—      Gdnadn^, 
sn  X  —  sn  |JL  =      G  sn  6  en  a  dn  a, 
en  X  —  en  |x  =  —  G  sn  a  sn  6  dn a  dn  6, 
dnX  —  dnfjL  =  —  Gk^  sna  snbcnacnb, 
cnX  dnfi-f- cnjx  dnX  =       Gcna  dna  cn6  dn6, 
cnX  dnfx  —  cnjx  dnX  =    -  GA:'*  snasn'^, 
snX  dnjx-f- sn  |x  dnX  =      G  sna  dna  en 6, 
sn  X  dnjjL— snjjidnX  =      Gsn6dn6cna, 
snX  cnjji -F  sn  fjL  cnX  =      Gsnacnadn6, 
sn  X  cnfx-r- snjx  cnX  =      G  sn^  on 6  dna. 


<rf) 


SOLUTIONS. 


467 


ia) 


Tableau  n®  5. 


dsnx 


dx 

dcnx 
dx 

d^xïx 
dx 


=       cnxdnx^ 


snxànx, 


=  —  A:*  sna7  en  a?. 


{f>) 


Équations  différentielles. 
J  =      v'(,-^')(i-X:«^») . 


Intégrales. 
z  =  sna? 


=-V*'-'*K'-£) 


^  = 


I 


£=--V"-">('*F. 


sna; 
^  =  cnx 
I 


^2 


ot'-l^ 


en  a: 
5  =:  dna? 


^g=      v'i^'-Od-A'»^^) ^  =  ;îi 


g=   ^/(,+^.)(,  +  ^'*^î), 


dna? 


*  •  •      ^  = 


dz 


I 


tna? 

dna? 
dna? 


-.=  _^(^,^.,H-«-^'») -=,„, 


=  ^^(,^^2)^I_  k^z^) 


dx 

flr 

Jf=    v/(i-^»)(^*-2*) 


^  = 


.3  = 


cna: 
dnâ? 


(Foirp.  488.) 


;\r^^ûj.  __  La  constante  arbitraire  a  été  omise  dans  les  intégrales  pour 
abréger. 


.^()8  APPE^iDICF. 

6S7.  Rappelons  en  quelques  mois  la  méthode  de  Cau- 
cliy  que  nous  allons  appliquer  :  elle  consiste  à  remplacer 
rinlégrale  à  évaluer  par  une  autre  prise  entre  les  mêmes 
limites,  mais  le  long  d'un  contour  différent  le  long  duquel 
Tintt'gration  est  plus  facile;  la  différence  des  résultats  esl 
égale  à  ti?:/ multiplié  par  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 
tion à  intégrer  relatifs  à  ses  infinis  ou  pôles  contenus  entre 
les  deux  contours,  mais  cette  mélhode  suppose  la  fonction 
uniforme  et  bien  déterminée  entre  les  deux  contours. 


,.-!-« 


l/intégrale  /  ,^  est  égale  à 


«  —  « 


j 


dz 


prise  tout  le  long  de  l'axe  des  jc.  Remplaçons  cet  axe  par 
le  contour  formé  d'une  demi-circonférence  décrite  de  l'o- 
rigine comme  centre  au-dessus  de  Taxe  des  x  avec  un 
ravon  /•  infini;  nous  aurons 


£  désignant  la  somme  des  résidus  de r  relatifs  aux  in- 


1   -ir-Z 


finis  contenus  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Comme  r  doit 
être  supposé  infini,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  est  nulle  et  la  valeur  cherchée  esl  2TCf£.  Éva- 
luons s;  les  zéros  de  i  -f-  ;;*  situés  au-dessiis  de  l'axe  des 

X  ï^ont  racines  de  i  -i-  ^*  =  o  tt  é^iaux  à— '  (i  -|-  t  )  =  a  et 
à  —  (  —  1  4-  il  =  a';  on  a  dore 

E  =  hm  ,  -H  lim  ,  —  -—  -h  -—  =  -—  (  a  -h  a  ) 
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OU 


£  =—  7  /i/; 


on  a  donc 


{  Voir  11"  386.) 


688.    Pour  évaluer  celte  intégrale,  nous  la  remplacerons 
par  la  suivante 

■  *  e'^-^i  dx 


j 


00 


qui  n'en  diffère  que  par  l'addition  de 

iièmoLx  dx 


f 


=  o. 


I  -h  X* 

--  ao 


L'intégrale    (i)  que    nous  voulons  évaluer   n'est  autre 
chose  que  la  suivante,  prise  le  long  de  l'axe  des  ^, 


re'-^-'  dz 
J     1  -h  z* 


Supposons  a  >>  o,  et  remplaçons  le  contour  d'intégration 
par  une  demi-circonférence  de  rayon  /•  infini,  décrite  de 
l'origine  comme  centre;  appelant  e  la  somme  des  résidus 
relatifs  aux  infinis  de  la  fonction  à  intégrer,  nous  aurons 

h  ITZIZ. 


r^  e-^^^  dx  __  r 


i  -1-  r*e 


Ve'.6/ 


Comme  à  est  supposé  positif,  l'intégrale  qui  figure  dans  le 
second  membre  est  nulle  et  l'intégrale  cherchée  se  réduit 
à  2  71^*2,  et,  en  procédant  comme  dans  le  numéro  précédeni, 
on  trouve 

£  =  —  i^  e      2  1  cos  -^ h  sin  — —    , 

4  \  -i  2    / 


47^  AFPfcKDICE. 

et  par  suite  la  valeur  cherchée  est 


x  \  '1 


sin— ^-^  '• 

'2 


d'ailleurs,  si  a  était  négatif,  comme  Fintégrale  ne  change 
pas  de  valeur  en  remplaçant  a  par  —  a,  on  obtiendrait  sa 
valeur  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  absolue. 

689.  Nous  supposerons  a>>o,  l'intégrale  changeant  de 
signe  avec  a;  nous  supposerons,  en  outre,  m  compris  entre 
I  et  2,  pour  que  l'intégrale  soit  finie;  on  connaît  d'ailleurs 
sa  valeur  pour  m  ==  i .  L'intégrale  en  question  est  égale  à 


/ 


sin  atz  dz 


:/!• 


prise  le  long  de  la  partie  positive  de  Taxe  des  x^  ou,  si  l'on 
veut,  c'est  le  coefficient  de  i  à  un  infiniment  petit  près  l'e- 
lativement  à  e  de 


s 


Z'ft 


prise  le  long  de  l'axe  des  x  positifs  à  partir  du  point 
d'abscisse  s.  La  fonction  —^  n'ayant  pas  de  point  cri- 
tique dans  l'angle  des  coordonnées  positives,  on  peut 
remplacer  le  contour  d'intégration  :  i°  par  un  quart  de 
cercle  décrit  dans  l'angle  des  coordonnées  positives 
avec  un  rayon  e  de  l'origine  comme  centre;  2"  par  un 
quart  de  cercle  de  rayon  infini  décrit  de  l'origine  eromme 
centre  dansTangle  des  coordonnées  positives;  5®  par  l'axe 
des  ^  positifs,  abstraction  faite  de  la 'portion  contenue  à 
rintérieur  du  cercle  de  rayon  e  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion. Le  coefficient  de  i  dans  cette  dernière  intégrale 
étant  infiniment  petit,  si  l'on  néglige  les  parties  réelles, 
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on  pourra  ée^ire,  en  reoftpla^aBil  z  par  ti  et  ea  observanl 
que  la  seconde  miégrale  est  nulle, 


sina.rrfa7  .        /**  e-^dti 


Jr    sin  a.r  dx  .  _    /* 


el  ileslbien  entendu  que  la  partie  réelle  du  second  membre 


m 


doit  être  négligée;  quant  à( —  i).^^  il  faut,  ea  prendt^e  la 
valeur  qui  a  le  plus  petit  argument  positif^  à  savoir 


cos h  i  sin< T. 

•i  '2 


on  aura  donc 


f     smoLX  dx  .        /  «.,,..         /        '^Tt       ../wttX 

d'où  l'on  conclut,  en  faisant  tendre  s  vers  zéro, 


^37  =   I      e-a'  i-'«  c?/  cos 


2 
mais 


/     e-^i  t-"t  dt  =     '  ^_^^^  [p.  297,  (  A  )| 


et,  en  •vertu  de 


r(;,,) r(  i  --  m)  =  -j^^       Lp-  ^7,  (1>)I 


e-^tt-"^dt  =  - 


TTGt 


^«-1 


r(m)sin/mr 
On  a  donc 


dx  =    -— : — : CO» =^  — 


r*sHi 


a:"*  r(/?î)sin/mT  a  2     .    mic  1  (/?i  J 

^        ^  SU1 

2 

690.  Cette  intégrale,  en  supposant  m  compris  entre  o 


47'^  APPENDICE. 

e(  1,  peut  s^oblenir  par  un  procédé  analogue  à  celui  que 
nous  avons  employé  pour  obtenir  la  précédente,  ou  en 
différenliant  celle-ci  par  rapport  à  a. 

(U)!.   La  fonction  //,  définie  par  l'équation 


—  dz. 


est,  pour  chaque  valeur  de  z^  susceptible  de  prendre  une 
infinité  de  valeurs.  En  effet,  tous  les  chemins  d'intégration 
qui  mènent  du  point  i  au  point  z  se  ramènent  :  i"  à  l'un 
d'eux  A  ne  passant  pas  par  l'origine;  2°  au  chemin  A  pré- 
cédé de  lacets  ayant  leur  entrée  au  point  i  et  leur  cenlre 
au  point  zéro.  En  appelant  alors  a  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  du  chemin  A  et  /la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  du  lacet,  les  diverses  valeurs  de  u  seront  données 
par  la  formule 

n  désignant  un  entier  positif  ou  négatif  quelconque.  /  est 
d'ailleurs  égal  à  27ii  multiplié  par  le  résidu  de—  relatif 
au  point  zéro  :  ainsi  /=  'iizi. 


(>9i2.  Cette  intégrale  est  une  de  celles  pour  lesquelles 
on  peut  obtenir  l'intégrale  indéfinie,  comme  on  le  voit 
n*^  409,  mais  la  méthode  de  Cauchy  conduit  plus  rapide- 
ment au  but.  Nous  supposerons  a  réel. 


Intégrons  la  fonction 


(^2_^a2^/i  — ^« 


=  G 


le  long  d'un  cercle  de  rajon  infini  décrit  de  l'origine  comme 
centre,  nous  aurons  évidemment  un  résultat  nul;  mais 
on  peut  remplacer  ce  contour  par  tout  autre  renfermant 
les  points  critiques  —  1 ,  +  i ,  —  a/,  -\- ai  {fig*  3o),  car  la 
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fonclion  reste  monodrome  à  rintérieur  de  tout  contour 
contenant  les  deux  points  —  i  et  +  i;  nous  suivrons  alors 
le  chemin  formé  des  quatre  lacets  ayant  leur  entrée  à 
l'origine  et  pour  centres  de  leurs  cercles  les  points  criti- 
ques. Commençant  alors  par  suivre  le  bord  droit  du  lacet 

-f- 1,  nous  aurons  l'intégrale    /    G  dz  :  l'intégrale  le  long 

du  cercle  du  lacet  -h  i  est  nulle;  nous  avons  ensuite  l'inté- 


gra 


le  /    —  G  dz  :  la.  valeur  de  G  qui  y  figure  est  précédée 


Fi g.   3o. 


^ 


(î)"' 


-1 


0 


e 


-fi 


^ 


—  Il 


du  signe  — ,  parce  que  la  fonction  G  n'est  pas  mono- 
drome autour  du  point  -\-  i  et  change  de  signe  quand  z 
efTectue  une  rotation  autour  de  ce  point,  en  sorte  que 
le  lacet  +  i  fournit  à  l'intégrale  que  nous  cherchons  la 
contribution 


G  dz; 


suivant  ensuite  le  bord  droit  du  lacet  aij  nous  obtien- 
drons une  intégrale  qui,  combinée  avec  celle  que  l'on 
obtient  en  suivant  le  bord  gauche,  donne  z'^ro.  Enfin  il 
faudra  évaluer  l'intégrale  prise  le  long  du  cercle  de  ce 
lacet;  elle  est  égale  k  2Tzi  multiplié  par  le  résidu  de  G  ou 
plutôt  de  —  G,  puisque  G  a  subi  tout  à  l'heure  un  chan- 
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gement  de  signe.  Le  lacet  ai  fourni t  ak>rs  la  contribution 


ITZl 


liai  /i-r-  a-        a /i  -t- a* 
On  verrait  de  même  que  le  lacet  —  i  fournit  la  contribution 

*/o  *^ —  1  *-  —  1 

l  le  lacet  — ai  la  contribution 

— •  TT 


a  /i  -h  a* 
en  sorte  que  Ton  a 

0  =  2   1     G  dz  -h2  j    G  dz 
et,  par  suite, 


7.TZ 


a^i-+-  a' 


f 


H-l 


dz  TT 


j     (a^-hz^)^\  —  z*        a/i-t-«* 


693.  Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  r  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  i .  Supposons  d'abord  r  <  i 
et  considérons  l'intégrale 

r\o^(i-h-z) 


dz. 


Si  nous  la  prenons  le  long  d'an  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre   avec  un   rayon  /*,    elle  sera    égal^  à  aiz/' 

multiplié  par  le  résidu  de  —^ — '^ —  relatifaupoint  s  =  o, 

résidu  égal  à  la  valeur  de  -T-log(i  -h  ^)  pour  ^  =  o  ou  à  i . 
On  aura  donc 


r     f.     /  û        ,x       •  /'sin6     1 

7ct=   I  loff(n- arcosO -f- r*) -f- tare  tang -zX 

Ji       L  ^i-f-rcosôj 

cos6  —  i  sinG   .^  . 
X dXii\ 
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d'où  Ton;  lire 

/  r*'' 

I   211/':=    I       log(i -i- 2rcos6 -h /•2)cos6  û?ô 

1  *^o 

-h   /        arc  tan £" rSinuaO, 

./q  ®  I  -4-  r  cos  0 

(■>       <         ^*« 

0=    /       log(i -h  arcos6 -H  r2)sin6  ^8 


—   I        arc  tanff ^  cos  0  a8 

Jy  °  1  -+-  r  cos  0 


mais  le  long  du  cercle  de  rayon  r  on  a  encore 

f\og(i^  z)dz=z  o 


ou 

27r 


r      fi      /  û         ox       •  '-sine     1 

it  =   I         log(i -h  2/*cos9  H- r^)  _}_  t  arc  lancr ^r 

,.'q       l  °  I  -h  r  cos  6  J 

« 

X /'(cosO  H- tsin6)rf6i; 
d'où  Ton  tire 

0=   /       log(i  + 'jtrcosÔ -i- r*)cos6  û?Ô 


•>'0 

,271 


r  sin  0 

arc  tanff r  sinô  aO, 

°  i-h  rcosô 

0=1       log(i -h  2/'cos6 -i- r2)sin6  e/ô 

-+-   /       arc  tan  ff jrCosQaO. 

J(.  ^  i-hrcos6 


En  combinant  les  formules  (i)  et  (2),  on  trouve,  entre  autres 
formules, 

,2'7r 
7:/'=   /       ioe(i -+- 2rcos6 -h  r^^co&ô  û?6. 


=  f     iog(i 


Une  marche  analogue  perme Lirait  de  traiter  le  cas  où 
r  >  I ,  mais  le  résultat  serait  plus  compliqué.. 
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On  peut  observer  qu'en  intégrant  par  parties  Texpres 
sion  proposée,  elle  prend  la  forme 


7. 


/               sin 
'■  /       


0 


et,  rintégrale  étant  indépendante  du  signe  de  r,  on  voit 
facilement  qu'elle  est  égale  à 


u 


r         PII 

./    T— 2/- 


—  2/'  cos6  -h  / 


~i' 


c'est-à-dire  à  pour  r  <C  i ,  en  vertu  de  l'intégrale  de 
Poisson  donnée  au  n°  456. 

094.   On  sait  que  l'imporlante  formule  de  Gauchj 

--   /      dz=J[x), 

OÙ  /(s)  représente  une  fonction  continue  et  monodrome 
à  l'intérieur  d'un  contour  donné  S  et  sur  le  contour  même, 
./•  désignant  un  poinl  intérieur  à  ce  contour,  conduit  à 
celle-ci 

cVi'-\f(r)  _   \.^,^^,Aji  —  \)    r  f{z)dz 
dx'-^      '"  x-kI  j^yz  —  xy' 

Or,  si  l'on  fait  dans  cette  dernière y(2)=  e^  et  ^  =  o, 
on  voit  immédiatement  que  la  relation  proposée  existe 
pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  /^,  et  l'on 
peut  supposer  que  le  contour  d'intégration  est,  soit  un 
cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  soit  un  lacet 
ayant  ses  bords  sur  l'axe  des  x  négatifs  et  son  point  cri- 
lique  au  point  o,  etc.  Il  s'agit  de  prouver  que  celte  même 
relation  a  lieu  quel  que  soit  n. 

A  cet  effet,  supposons  n  compris  entre  o  et  i  et  prenons 
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pour  contour  d'iutégration  :  r*  l'axe  des  x  négatifs  de  — a: 
à  o  ;  '2°  un  petit  cercle  de  rajon  s  décrit  autour  du  point  o  ; 
3"  Taxe  des  x  négatifs  de  o  à  — oo;  nous  aurons 


re'"  dz         r    e^  dx'        r       e-^  dx , 

I  — -—  =    1      — .. 1-    1         — —-(cos2mz  —  isiïï'imz). 


rintégrale  le  long  du  cercle  étant  nulle,  et  la  dernière  in- 
tégrale se  trouvant  multipliée  par  cos2mz  —  /sina/i?:, 
parce  que  la  fonction  z"  est  multipliée  par  la  puis- 
sance n'""*'  de  l'unité  cos2mz-\-  «sin2/i7i:  quand  le  point 
z  effectue  une  rotation  autour  de  l'origine  5  on  a  donc 

re-dz         r^  e^  dx  , 

ou,  en  changeant  x  en  —  x, 

/e^dz         /**                    ,     I  —  C0S2/î7r -f- f  sin'>. /^7: 
=    /      e-^x-'^dx r—. 
z"         J^                               cos/i-  —  isiïiriT, 

ou  enfin 

re^dz       r*     ,     „  , 

/  —    /      e-^ x-'^  ax.i^iwnr.i, 

J      ^''         .A 

c'est-à-dire 

re^dz 

j   — ^  =  2Sin/ntî  1  ([  —  /i); 

mais  (p.  297) 

I  (i  — «;  =  — — -  -; » 

1  {n)  sin/iTT 

donc 


r  e^  dz  1T. 

J  ~^  ^  ÎVÔ 

et,  par  suite, 

e^  dz  T 


'ITZlJ 


z^  V{n) 


Celte  formule,  établie  pour  le  cas  où  n  est  compiii  entre 
o  et  I,  est  facile  à  généraliser-,  il  suffi',  pour  cela,  d'intc- 
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grer  par  parties  en  sapposant  que  F  intégrale  qui  figu-re  <lai}s 
cette  formule  est  prise  le  long  du  lacet  considéré  tout  à 
l'heure  et  dont  l'origine  est  à  —  oo.  On  a  en  effet  ainsi 

et,  comme  la  partie  intégrée  est  nulle, 

en  faisant  l'intégration  en  sens  inverse,  on  aurait  de  même 

1      /*«-  dz  _         1 
àïrij    z"-i    ""  V{n  —  I) 

La  formule  (:>.),  ayant  lieu  quand  on  augmente  ou  quand 
on  diminue  n  d'une,  deux,  .  .  .  unités  et  ayant  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  comprises  entre  o  et  i  et  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  n,  est  générale. 

693.  De  l'équation 

U= T  ou  f<(H-J7*)=l 

I  -+-  «r* 

on  tire,  en  la  différeutiant  n  -\-  2  fois, 

OU 

en  posant 

d*^u        d'^        \ 


o?a7'*        rfo?'*   I  -h  a:* 


(a)  étant,  en  supposant  n  entier  et  positif,  une  solution 
de  (i).  Cette  équation  pourra,  dans  ce  cas,  être  intégrée 
complètement. 
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D'autre  part^  Té^alion  (i)  du  nuai^ro  précédent  peut 


s'é-crire 


d'\f(x)  _  I.2.3.../1   r    f(z)dz 

et,  si  l'on  y  remplace /(;r)  par  — ; — ^j  on  voit  que  la  solu- 
tion ('2)  se  présente  aussi  sous  la  forme 

>i .  2 . 3 . . .  71   /*  dz 

tÂîri       J  {z^xy'-^^{i-h  z^) 

ou,  en  négligeant  un  facteur  constant, 


dz 


(^  — -ar)«-^-»(l^-'3*) 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  conte- 
nant le  pointa?,  mais  aucun  des  points  —  t,  4-  t.  H  est  tout 
naturel  de  se  demander  si  Pexpi^ssion  (3)  ne  serait  pas 
encore  une  solution  de  (i)  quand  n  est  quelconque,  et 
alors  on  saurait  encore  intégrer  l'équation  (i)  complète- 
ment. Posant  en  conséqiience 


(.0  r=/; 


dz 


{Z  —  ^  y'-^-l  ( I -h  Z^) 

et  portant  cette  valeur  de  y  dans  (i).,  celle-ci  devient 
dz 


J  (i-H^«: 


X  [(n-a7*)H-  2x(z  —  x)  -^  {z  —  xy](n  -m)(/h-2)  =  o; 

pour  s^assurer  qu'elle  est  vérifiée,  négligeons  le  facteur 

(n  -^  i)(n  -h  ^y,  elle  se  rédwit  alors  à 

dz 


f 


(^— a:)'*-^3 


=  G. 


Cette  formule  a  lieu  quand  n  est  entier  :  cela  devait  être; 
mais  quand  n  est  fractionnaire  ou  incommensurable,  ou 
même  égal  à  —  2,  elle  est  fausse,  parce  que  la  fonction 
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placée  sous  le  signe  f  n'est  pas  monodrome ;  cependant 
rintt'i;ralion  peut  être  effectuée,  et  le  premier  membre 
est  é^al  à 


(•>) 


n  T-  2  n  -■ 


Z2  est  é^al  à  3|,  mais  nous  employons  cette  notation  pour 
indiquer  que,  le  point  z  ayant  tourné  autour  de  jt,  les  deux 
termes  de  la  différence  ne  sont  pas  identiques,  le  second 
étant  égal  au  premier  multiplié  par  le  facteur  e~^"+2^*-'^'. 
Cette  différence  (5)  peut  être  annulée  si  n  +  2  >>  o,  en  sup- 
posant ^,  =  ^2  =  <^î  on  satisfera  donc  encore  à  Téquatiou 
(1)  dans  ce  cas,  si  l'on  calcule  j^  au  moyen  de  (4),  en  pre- 
nant pour  contour  d'intégration  un  lacet  ayant  son  entrer 
à  TinQni  et  son  point  critique  au  point  x^  ou  tout  contour 
équivalent  à  ce  lacet.  Si  /i  -f-  2  <<  o,  il  faudra  prendre  le 
point  X  voisin  du  contour  d'intégration  et  intégrera  partir 
du  voisinage  de  ce  point. 

Le  cas  où  n  ^^ — 2  doit  être  étudié  à  part,  mais  il  i\v 
[)résente  pas  de  difficulté,  l'équation  se  réduisant  à 

696.   On  trouve  une  solution  égale  à 


J   {z-  x)n-^^ 


l'intégrale  est  prise  le  long  de  deux  lacets  ayant  leurs  points 
critiques  en  x^  et,  soit  au  point  — i,  soit  au  point  -f-i, 
leur  entrée  commune  est  en  un  point  quelconque  du  plan. 
(V oir  l'exemple  précédent.) 

L'équation  proposée  est  satisfaite  par  la  fonction  de 
Le  gendre 

"~  I .  » .  3  .  . .  /i  •>/*  dx' 
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qui  représente  le  coefficient  de  x'^  dans  le  développement 

_i 

de  (i  —  1XZ  +  z^^   *et  jouit  de  propriétés  remarquables. 
697.   La  formule  connue  du  n**  694  donne  celle-ci 


(«) 


•KlJ 


z'^-^^  \.'i,,.n 


qui  permet  de  représenter  le  terme  général  de  la  série  pro- 
posée par  une  intégrale  définie,  et  cela  de  plusieurs  ma- 
nières. Il  suffit,  en  efiet,  de  prendre  une  fonction  de  z  dont 

la  dérivée  /i*'™*^  se  réduise  à pour  ;:  =  o  ;  or 

i  .1, .  ,n  ^  '        1 .2. .  .n 

est  une  des  expressions  les  plus  simples  qui  puissent  con- 
duire à  la  solution  du  problème,  et  si  Ton  pose 


\  .'1. .  .n 
Téquation  (i)  donne  immédiatement 

\\.'i. .  .n)         '^Tzi  J  1.2...  nz'^-^^ 
Il  en  résulte  que  la  série  proposée  est  égale  à  l'intégrale 

I      f'e-^dz/         X  1     ^2  \  \        I    e   ^      ""^  dz 

I   (  I  H H i-  .  .  .    )  = f      . 

'iTziJ'       -S       \  z        1.1   z'^  I       iT^iJ  z 

En  intégrant  le  long  d'un  cercle  décritde  l'originecomme 
centre  avec  un  rajon  égal  à  l'unité,  cette  expression  se 
réduit  à 

271.7 

On  arriverait  au  même  résultat  en  partant  des  développe- 
ments 

zx       z^x'*-  z'^x^ 

e^x—  I  _^ 1 h'  •  •-! -x h-  •  •  5 

1  1.2  1 . 2 . 3 . . .  /i 

—  _  1  _  i. 

e-        I        X       z    ^'        z    ^  z-'^-'^x^ 


z  z  Z^  1.2  J.2.3  I.2.3.../1 

FRE3IET.  —  Recueil,  3l 
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multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  in- 
tégrant par  rapport  à  5  le  long  d'un  cercle  décrit  de  rori- 
gine  comme  centre. 

698.  Prenons  la  fonction  sous  la  forme 


(1)    0i(a")  =  I -+- 2^  cos—  -h^q*cos— h. . .-+- 2^"  cos  — - 


Si  l'on  observe  qu'on  a 


,it  j  o         si        ni  ^  /i, 

si        m  =  n, 


/     cosmx' cosnx' dx' =  <Tz 


il  en  résulte,  en  posant  a:'=  — 


TZX 
9 


K  (o  si         m  >  n, 

I     cos  —jr—  cos      --  dx=  {K 
,/a  *v  k  j  —         SI         ni  =  n. 

En  élevant  maintenant  la  formule  (1)  au  carré  et  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  o  à  K,  on  trouve 


OU 

K 


Ç    ^\{x)  dx  =  {i-^  iq'^-i-iq^'^^  iq^'^-+-.  .  .)K. 

On  obtient  d'une  manière  analogue  les  valeurs  de 

Jx»  K  ^  2K 

f     e^(x)dx,      I       ll^(x)dxy     ..., 

m 

et  cela  au  mojen  de  séries  très  convergentes,  si  q  est  no 
tablement  plus  petit  que  i,  ce  que  l'on  suppose  ordinai- 
rement. 


SOLUTIONS.  483 

699.  1**  La  vérification  est  immédiate  en  prenant  les 
fonctions  sous  la  forme  où  figurent  des  exponentielles. 
Considérons,  par  exemple,  la  première  des  équations  (c), 


TZi  , 


d'où  Ton  tire 


On  a  aussi 

et,  comme  l'exposant  de  e  dans  le  terme  général  de  cette 
dernière  formule  ne  diflere  de  l'exposant  analogue  dans  la 

précédente  que  de  la  quantité  ^77(2  j;  -f-  K!l)  qui  ne  varie 

pas  avec  n,  la  formule  est  démonlrée.  On  vérifierait  aussi 
les  autres  facilement. 

2°  Il  suffit  de  jeter  les  jeux  sur  les  formules  (a)  et  (h) 

du  Tableau  en  question  pour  reconnaître  que   ^     .    est 

une  fonction  impaire  admettant  la  période  2K,  et  qu'on  a 
bien 

^''  e(a7H-2K'0  ""  6(07)         K' 

En  particulier,  si  6  =  H,  on  a,  en  posant  „     .  =Z(^)^ 

Cette  fonction  Z  joue  un  rôle  important  dans  l'Analyse. 

On  peut  remarquer  que  -r-  et  les  trois  autres  fonctions 
analogues  ont  les  deux  périodes  2K  et  2R'/. 

700.  Rappelons  que,  lorsqu'une  fonction /(z)  a  [x  zéros 
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dans  un  contour  donné  S,  de  telle  sorte  qu^on  ait 

o{z)  ne  devenant  ni  nulle,  ni  infinie  dans  Tintérieur  du 
contour,  le  théorème  de  Cauchj  sur  les  résidus  donne  im- 
médiatement la  relation 


s 


En  rappliquant  ici,  nous  avons  à  prendre  Tintégrale 
^j^  dz  le  long  du  rectangle  des  périodes  que  nous  par- 
courons dans  le  sens  ABDC.  A  Texemple  de  M.  Hermite, 
nous  emploierons  la  notation  (PQ)  pour  désigner  la  va- 
leur d'une  intégrale  prise  en  allant  du  point  P  vers  le 
point  Q,  de  sorte  qu'on  aura  PQ  =  —  (QP),  et  la  somme 
à  calculer  sera  représentée  par  (AB)+(BD)-h(DC)-f-(CA). 
Or  les  termes  (BD)  et  (GA)  se  détruisent,  car  la  fonction 
sous  le  signe  admettant  la  période  2K  prend  la  même 
valeur  aux  points  de  BD  et  de  AG  qui  ont  même  ordon- 
née, et  (AG)  =  —  (GA  ).  D'autre  part,  si  z  est  l'affixe  d'un 
point  de  AB,  z  -{-  'à¥J i  est  celle  du  point  de  GD  qui  a  la 
même  abscisse,  et,  comme  (DG)  =  —  (GD),  il  en  résulte 
que  l'intégrale  cherchée,  en  désignant  par  a  l'abscisse  de 
A,  prend  la  forme 


,  'M-  2  K 


el  se  réduite  iizieu  vertu  de  l'équation  (1)  du  numéro  pré- 
cédent, ce  qui  donne 


;jL  —  I. 


Remarque.  —  Si  w  et  w'  sont  des  périodes  imaginaires 
d'une  fonction,  tout  parallélogramme  ayant  pour  sommets 
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un  point  a  quelconque  du  plan  et  les  points  a -\-  iù ^  a -\- iù\ 
a  -I-  (o  +  to',  est  dit  un  parallélogramme  des  périodes 
dont  ABDC  est  un  cas  particulier. 

701.  L'une  de  ces  fonctions,  H(j:^),  étant  impaire,  admet 
la  racine  ^  =  o;  de  plus,  comme  on  a  (Tableau  n°  1) 

H(t-4-2K)    =-H(a7), 

il  en  résulte  de  proche  en  proche  que  la  fonction  s'annule 
en  faisant 

37  =:  2 /n  K -I-  2  m' i  K', 

m  et  m'  étant  des  entiers  quelconques,  et  cette  formule 
représente  toutes  les  racines  de  H(^)  =  o,  puisque  la  fonc- 
tion H(^)  n'a  qu'un  seul  zéro  dans  le  rectangle  des  pé- 
riodes 2Ket  aR't  (n*>700). 

En  outre,  le  Tableau  n°  1  (p.  464)  permet  de  rattacher 
les  autres  fonctions  de  Jacobi  à  la  fonction  H(^)au  moyen 
des  relations 

Hi(a7-hK)=— H(ir), 

=  tH(a7)e    ^^  , 

e(a7-t- iK')  =  iH(a?)e    ♦'^  , 

qui  montrent  que  les  racines  de  H<(:î?)=:o,  %^i^x^z=ziù^ 
0(j;)  =  o  sont  respectivement  données  par  les  formules 

07  =  ('2/w  -h  i)K  -4-  am't'K', 

JF  =  (am -f- i)K -h  (2.7i'-f- i)iK', 

07  —  2mK  -h(2m'-M)tK', 

(Tableau  nM,  p.  464-) 

702.   Soit  fait,  pour  abréger,  -^r^  =  Z  (n*»  699);  nous 
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calculerons  Tintégrale 


_;-./F(.)Z(.-orf. 

en  raisonnant  idenliqucment  comme  au  n"  700  et,  eu  égard 
à  la  double  périodicité  de  F(5),  on  voit  qu'elle  se  réduit  à 


quantité  indépendante  de  t^  et  que  nous  désignerons  par  C. 

On  peut  avoir  une  autre  expression  de  cette  intégrale. 
Elle  est  égale,  en  effet,  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 
tion F(x)ï(z  —  t)  relative  aux  pôles  situés  dans  le  rec- 
tangle des  périodes.  Ces  pôles  sont  le  point  t  pour  la 
fonction  ï(z  —  t)  et  les  infinis  de  F{z),  Or  H(^  —  t) 
n'ayant  qu'un  zéro  dans  le  rectangle  en  question,  Z(-s — t) 
n'a  que  le  seul  point  Z  =  ^,  et  le  résidu  correspondant  est 
¥(t). 

Quant  aux  résidus  relatifs  à  F{z).  supposons  que  cette 
fonction  admette  un  pôle  a  d'ordre  de  multiplicité  p.  Le 
résidu  correspondant  R  sera,  comme  on  sail,  le  coefficient 

de  T  dans  le  développement  du  produitF(a-|-/i)Z(a-hA — /) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  Or,  par  hypo- 
tlièse, 

F(^)  =  7-^'—  H-  ^^-'      ,  +.  .  .-4-  -^  4-  Fi(^) 

^      ^  {Z-^OL)P  {Z  —  OL)P-^  Z  —  OL  *^      ^ 


OU 


bien 


la  fonction  F<  {z)  étant  finie  et  continue  dans  le  voisinage 
du  pôle  a. 

D'ailleurs,  en  appliquant  la  série  de  Taylor  à  la  fonc- 


(A) 
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tion  Z(^ — a  —  /i)  =  —  Z(a  +  /i  —  ^),  on  a 

Z(^_a-/i)  =Z(#  — a)  — AZ'(^  — a)-f-  —  Z"(^  —  a)  H-. .  . 

-h  ,  ^ -Z^/'-i^C^  — a)-h...; 

1.1. ip—  I) 

il  résulte  de  là  que  — R  a  pour  expression 

A,Z(«— a)  — AgZ'C^— a)^ 

1  .'1  i.'j..{p  —  I) 

Chaque  pôle  de  F(>3)  donnant  Heu  à  une  expression  du 
jnême  genre',  on  a  la  formule  générale 

ou 

(   F(0=  G-hV  rAiZ(^-a)^A2Z'(«-a)-h  ^V  {t  —  ol) -^r . . . 

^-  (-  1  y--' ^^ :  Z^P-i) ( ^  ~  a)l , 

\,'i\p  —  i)  J 

où  la  sommation  s'étend  à  tous  les  pôles  de  F(^)  situés 
dans  le  rectangle  des  périodes. 

La  relation  (A),  qui  démontre  que  la  fonction  double- 
ment périodique  F(5)  s'exprime  linéairement  au  moyen 
de  la  fonction  Z(2)  et  de  ses  dérivées,  est  due  à  M.  Her- 
mite.  Elle  est  très  remarquable.  «  C'est  l'expression  ana- 
lytique générale  des  fonctions  uniformes  admettant  les 
périodes  2K  et  2K't  et  n'ayant  que  des  discontinuités  po- 
laires, sous  une  forme  qui  offre  la  plus  complète  analogie 
avec  celle  des  fractions  rationnelles  décomposées  en  fractions 
simples.  »  (Hermite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences,) 

Tous  les  termes  du  second  membre  étant  des  dérivées, 
on  comprend  la  grande  utilité  de  cette  formule  pour  l'in- 
tégration des  fonctions  doublement  périodiques. 
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703.   Il  suffit  de  considérer  l'une  de  ces  formules,  celle 
par  exemple  où  l'on  a 

I  en  3^ 

(i)  z  =  ' —  = 

tnir        sna™ 

On  trouve,  en  diflférentiant  et  ayant  égard  aux  formules 
(a)  du  même  Tableau, 

dz       sn:rrf.cna"  —  cna^é^.sna?  dnar 


dx  811*07  sn^a; 

D'ailleurs,  on  tire  de  (i) 

sn*a^  = -,  dn'a?  = • 

I  -h  z*  I  -h  5* 

et,  par  suite, 


dz 
dx 


=-*' v/c-^ -')(■+ ë) 


On  vérifierait  les  autres  formules  avec  la  même  facilité. 

Remarque  1.  —  Il  est  bon  d'observer  que  le  Tableau 
n**  5  permet  de  calculer  les  dérivées  successives  de  cha- 
cune des  fonctions  qu'il  contient  et,  par  là,  d'obtenir  au- 
tant de  termes  que  l'on  voudra  de  leur  développement  par 
la  série  de  Maclaurin  ou  par  celle  de  Tajlor.  C'est  ainsi 
qu'on  trouve,  par  exemple, 

SnX  ^  X —  X^  H 07* -f-. . ., 

b  120 

cnr  =  -  k\x  —  K)  -h  - — -^-^  (o-  —  K)3 
H ^^ -(x  —  K)s  + 

120 

Remarque  IL  —  Ce  même  Tableau  offre  aussi  l'avan- 
tage de  fournir  sur-le-champ  l'intégration,  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques,   des  équations  différentielles  de  la 
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forme 

le  cas  excepté  où  le  radical  serait  imaginaire. 

Voici  d'ailleurs,  d'après  Briot  et  Bouquet,  les  substitu- 
tions à  effectuer  dans  les  différents  cas  pour  transformer 

l'expression 

dx 


en  une  autre  de  la  forme 

dz 

où  k  est  moindre  que  i  : 

i"  A  positif,  m  =  —  A'-^,  m^=:  —  h'-,  h  >  h'^  on  pos< 


^=Â' 


2"  A  positif,  m=h',  r)i'=zh''^ 


hx  =  v^i  -  3*; 
3"  A  positif,  m  =  A%  m'  =  A^S  h  >  //', 


z 
hx  =  "■/ 


4°  A  négatif,  m  =  —  A-,  m'  =  A'^, 


I 

hx  = 


5°  A  négatif,  m  =  —  h^,  m'  =z  —  /i'^,  h  >  h', 
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70i.  Considérons  deux  fonctions  entières,  l'une  o(x) 
de  degré  m  et  l'autre  ^(^)  de  degré  /i,  sans  facteur  com- 
mun; si  Ton  intègre  le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini 
décrit  de  l'origine  comme  centre,  on  aura 

z  o' ( z)  ^' ( z^ 
puisque  la  limite  de  ^^ — ^  ,'         est  nulle  pour  z  =^  ao  i 

mais  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  aussi 
égal  à 

a  désignant  une  racine  de  o[x)  =  o,  et  ^  une  racine  de 

Supposons  maintenant  que  'f(^)  et  <}^(^)  soient  deux 
fonctions  doublement  périodiques,  de  mêmes  périodes, 
sans  zéros  et  sans  infinis  communs.  L'équation  (i)  aura 
encore  lieu  si  l'intégrale  est  prise  le  long  du  parallélo- 
gramme des  périodes;  mais,  en  appelant  a^^  a^,  ...  les 
zéros  de  '^{^),  «i,  a^,  ...  ses  infinis,  b\^  b-x-i  • .  .  les  zéros 
de  <}^(^),   Pi,   p2,   .  .  .   ses  infinis,  la  formule  (i)  pourra 


s'écrire 


?w  ^  V  'L^  «  )  _  V  îl  PJ  _  V  Viil  -_  o . 


Âà^^b)       ^^{a)       ^cp(fi)       ^^{OL) 
703.  La  relation  (i)  donne  immédiatement 


COL  —  ac  —  b 
X  — 


x' —  a        {a — a)a? -h  ûjc  —  ca-^b        a — a  a 


x' — p        (a — ,3)37 -h  ac  —  cfi-f-6        a  —  fJ  cji  —  ac  —  b 

a  —  p. 

et  l'on  fera  paraître  dans  le  second  membre  une  expres- 
sion semblable  au  premier  en  posant 

COL  —  ac  —  b  c3  —  ac  —  b       ^ 
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d'où  l'on  voit  que  a  et  p  sont  les  racines  de  l'équation  ob- 
tenue quand  on  fait  x'=  x  dans  (i). 


a  — 

a 

k, 

a  — 

p~ 

X  - 

-a 

__  .  a?  —  a 


identique,  au  fond,   à  l'équalion  (i).   La  fonction   cher- 
chée F  est  donc  telle  qu'en  la  considérant  comme  une 


X  —  a 


fonction  /*de  — — r  >  on  aura 

•^         X —  p 

il  en  résulte,  en  vertu  de  (2),  que  la  fonction/ jouira  de 
la  propriété  définie  par  l'équation 


Posons  alors 


/(:-5-;)  -/(^î-z-i)- 


^-— 1=6«,  /(e")  =  Cp(«0, 


nous  aurons 


9(w)  =  cp(w-hlogX:); 

mais  logA"  est  de  la  forme  a>  -f-  imzi,  n  désignant  un  en- 
tier quelconque.  Ainsi 

et   la  fonction  'f  (w)  a  les  deux  périodes  w  et  iTzi]  par 
conséquent,  la  fonction /,  en  posant 

X  —  a 


=  e 


x—^ 

devient  doublement  périodique.  Pour  former  la  fonction 
f{x)^  il  suffit  donc  de  prendre  une  fonction  doublement 

périodique  f  (w)  et  d'y  remplacer  u  par  log ;:• 
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Si  A*  était  égal  à  i,  a  serait  égal  à  ^,  et  nos  conclusions 
seraient  en  défaut;  la  fonction  que  nous  avons  appelée  'f  (</) 
serait  simplement  périodique  et  aurait  pour  période  air/. 

Il  est  facile  de  constater  que,  si  l'on  pose  (modA'  <  i), 

Hî=-i)-(-:-^')(-*^-î)-('-*-î^;)- 

(.-.A!=l)(.-i,is:l)...(.-t.i:zl). 

\  X — a/ \  X  —  a/         \  iT— a/ 


X 

on  aura 


X  —  a  \  X  —  ji 

IZ 


el  par  suite,  si  Ton  pose 
on  aura 


m 


(î-;)="(^-^) 


706.  Les  relations  qui  définissent  le  point  N  doivent 
être  de  la  forme 


y 


En  exprimant  que  ce  point  est  sur  la  courbe  B,  on  trouve 


q  =  >f^,      P  =  yy 


el,  en  écrivant  qu'il  est  situé  sur  la  tangente  MN  dont 
l'équation  est 

X  cncp -i- Y  sncp  —  Z  =  o, 

on  arrive  à  la  relation 

(i)  cncp  cn<J^ -+-y?sncp  sn«|^  =  çr, 
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qu'il  s'agit  d'interpréter.  Or,  on  voit  qu'elle  présente  une 
grande  analogie  avec  la  formule  (n°  161,  p.  25) 

coso;  cos^  H-  sin^F  sin^  /i  —  k'^  sin^  G  =  cos  G, 

au  moyen  de  laquelle  Lagrange  a  exprimé  l'intégrale  de 
l'équation  d'Euler  [p.  120,  (3)], 

(  E  ---^\ ,  ..    "^^l  .        =  o. 

Si  l'on  pose  en  effet  x  =  am^,  y  =  ani^,  C  =  am  8, 
elle  prend  la  forme 

(2)  cncp  cn^» -+- sn©  snvj' dn0  =  cn6, 

avec  laquelle  s'identifie  immédiatement  l'équation  (»)  en 
y  faisant 

(i)  /?  r:r  4 /-  =  (InO,         ^  — /â=cnô; 

et  comme,  en  vertu  de  (E),  l'équation  (2)  est  satisfaite  par 
fi  c==±:  (cp  H-  «ji),  la  proposition  est  démontrée. 
Des  relations  (3)  on  tire 

f  «         h  -  a 


6(1  —  a) 


Observons  qu'on  obtient  aussi  Téquation  (2)  en  éliminant 
A' entre  deux  des  équations  (a)  du  Tableau  n°  1-  (p-  4^6). 

707.   Comme  on  l'a  vu  dans  le  numéro  précédent,  les 
é([uations  des  coniques  étant  mises  sous  la  forme 

j:-2-f-  K*— 32=  o, 
ax^-i-  by^—  z^  —  0, 

on  satisfera  à  la  première  en  posant 


ono        sno 


? 


=  ^, 
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et  à  la  seconde  en  posant 


-—  =       ^       _  _£_ 

cn^}'       SQ<{;dnO        cnO 


avec  les  relations 


i  end  f 

Par  le  point  M|  de  la  première  conique  déterminé  par  le 
paramètre  'fi,  menons  une  tangente  à  cette  conique;  elle 
aura  pour  équation 

X  enoi-h^  snïpi  —  5  =  o, 

et  coupera  la  seconde  en  deux  points  N|  et  N', ,  dont  les 
paramètres  ^  satisferont  à  la  relation 

on 

Nous  prendrons  la  valeur  de  ^  en  N|  égale  à  Çi  4-  0.  Si 
par  le  point  N^  nous  menons  une  tangente  à  la  première 
conique,  le  o  du  point  de  contact  sera  cp,  -f-  28,  et  elle  ren- 
contrera la  seconde  conique  en  un  point  dont  le  ^  sera 
Çi  -H  36  et  que  nous  appellerons  N2.  Si  par  le  point  N2  on 
mène  encore  une  tangente  à  la  première  conique,  le  o  du 
point  de  contact  sera  cpi  -f-  4^7  et  ainsi  de  suite. 

Le  lieu  des  intersections  de  deux  tangentes  quelconques 

iFcncpi-i-^  sncpi  —  ^  =  o, 
a™cn(cpi  +  2/iO)-i-^sn(çpi-h2/i6)  — 5  =  0, 

s'obtiendra  en  éliminant  Çi  entre  ces  deux  équations.  On 
peut  évidemment  remplacer  ces  équations  parles  suivantes 

(  a7cn(çi-i- /i6) -i-^sn((pi-+-nô) — z  =  o, 
\  X  cn(oi  — n^) -hysn{ffi — /i9)  — 2  =  0, 
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d'où  Ton  tire  par  soustraction 

X  snnb  dn  /lô  sncpidncpi — ysnn^  cncpidn  Oi  =  o 
ou 

en  (pi        a?  dnnô       y/  a  a^' 
en  ajoutant  les  formules  (i),  on  a 

^sn<picn/iô  dnn6  4-  ojcn/iô  cncpi  =  ^  (i  —  Xr^gn^Aiô  sn^cpi), 

et  si  Ton  remplace  sn^pi  et  cncp<  par  leurs  valeurs  tirées  de 
l'équation  précédente,  il  vient 

équation  d'une  conique  qui  a  même  triangle  autopolaire 
que  les  proposées.  En  appliquant  la  méthode  des  polaires 
réciproques,  on  a  le  théorème  suivant,  également  dû  à 
Poncelet: 

Si  Von  considère  deux  coniques  et  une  ligne  polygo- 
nale inscrite  dans  Vune  et  circonscrite  à  Vautre,  mais 
non  fermée,  quand  les  sommets  de  cette  ligne  décrivent 
la  courbe  à  laquelle  elle  est  inscrite,  la  droite  qui  la 
ferme  enveloppe  une  conique  qui  a  même  triangle  au- 
topolaire que  les  proposées  ;  en  particulier,  V  enveloppe 
ou  le  lieu  peut  coïncider  avec  V  une  des  coniques  données; 
alors  on  voit  que  :  si  Von  peut  inscrire  et  circonscrire 
un  même  polygone  de  n  côtés  à  deux  coniques,  on  pourra 
trouver  une  infinité  de  polygones  à  la  fois  inscrits  et 
circonscrits  à  ces  coniques. 

La  marche  suivie  dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent  a 
été  indiquée  par  M.  Hermite. 

708.  Pour  trouver  la  courbe  en  question,  il  faut  intégrer 
l'équation 
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OÙ 


a=.^^^' 


elle  peul  s'écrire 
ou 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

1 

—  • 

r  désignant  une  constante. 
On  tire  de  là 


dy 

in 

).  n  dy 


y=£=_L/(jîT7]rz:47n. 


/      x/(   1/2 


JO    ^---     I      -7.--^ 


La  quantité  placée  sous  le  radical  est  décomposable  en 
facteurs  réels  de  la  forme  {y^zh  a){y^±b)^  mais  il  y 
aura  plusieurs  cas  à  considérer;  pour  nous  borner  à  un 
seul  d'entre  eux,  supposons  que  Ton  ait 


=/ 


indy 


el  a  <C  ^i,  on  pourra  écrire,  en  posant  —  =  m, 

du 


(0 


_  2/1    /*  du 

^  "    ^  J  v/(T+-~w2)(n-/.'*w 


/r'=  ^  désignant  le    module    complémentaire   d'un   sys- 
tème de  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  k.  Or,  si 

l'on  a 

inx  •=  u, 
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on  a  aussi,  comme  on  le  voit  par  les  formules  (4)  du  Ta- 
bleau n**  5,  p.  467, 

^  =  /(!-+- w*){i-f-X:'*a^j; 

l'équation  (i)  donne  par  conséquent 

y                      8^7 -h  A 
—  =  tangam > 

h  désignant  une  constante  arbitraire. 

709.  La  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  propor- 
tionnel à  l'inverse  de  la  normale  a  pour  équation  difTéren- 
tielle 

y  et  y  désignant  les  dérivées  de  l'ordonnée  y  el  n   un 
coefficient  constant.  Cette  équation  peut  s'écrire 

,  ny'ffy' 


si  l'on  intègre  en  désignant  par  m  une  constante,  on  a 

'* 
y^-^m  = -, 

d'où  l'on  tire 

f  r*  -4-  m  -h  n 


ce  qui  montre  que  m-^  n  et  mne  peuvent  être  positifs  à 
la  fois.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  n  =  —  />, 
p  étant  positif,  ce  qui  revient  à  admettre  que  la  courbe 
tourne  sa  concavité  vers  la  région  des  ^  négatifs,  et  soit  en 
outre /?>  m  >  o;  l'équation  s'écrit  alors 


^=v.-^^. 
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OU 

(i)  ^m{p  —  m)dx=i  — ,  

V    V ""/?  — m/v"^  m) 

Nous  allons  essayer  d'exprimer  ^  et  ^  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques.  Or  le  Tableau  n°  5,  p.  467,  montre 
tout  de  suite  qu'on  peut  donner  au  radical  du  second 
membre  de  l'équation  précédente  la  forme  de  celui  qui  se 
rapporte  à  la  fonction  cn^;  il  suffit  pour  cela  de  poser 

yl  kl  yi 

p  —  m  a:  *  m 

d'où 


y  =  yJp  —  mu,        k^  =  -^- ,         A:  *  =  — 

Au  moyen  de  ces  relations,  Téquation  (1)  devient 
y/m  dx  \m  -^~{p  —  m) m* ]  du 


(2) 


X' 


A:'^(i-"-^)(i+|^"') 


Si  donc  l'on  désigne  par  i  une  variable  auxiliaire  définie 
par  la  relation 

,  du 

dt  — —  , 


*'^(>-«')('^i;«'j 


on  a 


y 

(3)  a=-— ==:=cnf, 

y/?  —  m 

et  par  suite 


-—  û?a7  =  \/pdx  =  —  [m-\-(p  —  m)  cn«  t'\  dt  ; 
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remplaçant  cn'^  par  i  —  sn^^,  et  intégrant,  il  viendra 


(4) 


07  v//>  =  const. — pt-\-{p  —  m)   1    sn^tdty 


et  la  courbe  cherchée  sera  représentée  par  le  système  des 
équations  (3)  et  (4).  H  reste  encore  à  calculer  fsn^tdt; 
nous  emploierons  pour  cela  le  théorème  de  M.  Hermite 
(  p .  486) .  Observons  d'abord ,  puisque  sut  a  la  période  2  K'  i 
et  que  sn(2K-|-^)  =  —  sn^,  sn^^  aura  les  périodes  iK'i 
et  2K;  de  plus,  sut  a.  un  seul  infini  K!i  dans  le  rectangle 
des  périodes,  pourvu  qu'on  ait  choisi  ce  rectangle  de 
manière  que  le  pôle  K'i  ne  soit  pas  sur  son  contour,  et 
ce  pôle  sera  double  pour  sn^^.  Cela  posé,  l'équation  qui 
exprime  le  théorème  de  M.  Hermite  devient  ici 

(5)  C  =  sn*/-i-  résidu  [sn2^Z( 5  —  t)], 

le  résidu  étant  pris  relativement  au  pôle  unique  K!i,  Pour 
le  calculer,  posons  z  =  K'«  4-  A,  on  aura  (p.  465) 

.sn2(K'f-4-/t)Z(K'/— ^-h/O 

(6)  I  I 

et  comme  sn^  est  de  la  forme  A  -f-  ah'^-h'  •  •  (p.  488),  il  en 
résulte  que  le  coefficient  de  y  dans  le  second  membre  de 
(6)  ou  le  résidu  cherché  est 

On  peut  simplifier  ce  résultat  au  moyen  de  la  relation 

(p.  464) 
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qui  donne 

ll(.f  -^ÎK)       S'(t) 

Tn nrr-  =  vr, — :  -+-const., 

cl^oii 

ce  qui  transforme  la  relation  (  5)  en  celle-ci 

et  par  suite 

On  détermine  la  constante  G  en  remarquant  que  la  valeur 
de  k^Li  est  celle  de — ^ pour  ^==0,  c  est- 

à-dire -^j—^;  quant  à  C,  Téquation  (7)  montre  qu'elle  est 
nulle. 

710.  La  courbe  dont  l'arc  s  est  proportionnel  au  cube 
de  Tordonnée  j'  a  pour  équation  différentielle 


s=   ^  ' 


c'^  désignant  une  constante  que  l'on  peut  supposer  posi- 
tive. Désignons  par  x  l'abscisse  et  différentions,  nous 
aurons 

d'où 

(1)  cU  =  y/(c2j^2—  i)  (c*^î-h  1)  dy. 

Or,  quand  on  a 

dy 


dt  = 


^^(7*-i)(^»-^T+') 
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on  en  conclut  (p.  467)  que  y=  — >  les  modules  étani 

i/'I 
k  et  k'-^  supposons  A"  =  â:'=  — %  on  aura 


df^=  ^-^ 


'^  V/{JK*-I)(r*-Hl) 

I 

y 


cnt 

et  par  suite,  en  changeant  y  en  cy^ 


9.  y/(^c2jK^__i)(c5t^2^i^ 

I 

Si  donc,  dans  la  formule  (i),  on  pose  cj^=  — ->  elle  devien- 
dra 

La  courbe  en  question  est  alors  représentée  par  les  deux 
équations  simultanées 

I 

y  = 

•^        cent 

/dt\f}.   \  —  cn'*t        yfi    C  dt  J% 

— I . —  —1—1  — _.  _  ;  I—  . 
2           en*/  2  J   en*/  2 


Il  reste  à  évaluer  l'intégrale 

dt  ^ 
en*r 


/ 


à  cet  effet,  et  conformément  au  théorème  de  M.  Hermite 
(p.  486),  nous  décomposerons  en  éléments  simples  la  fonc- 
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lion  -TTi*  el  pour  cela  nous  poserons 

rintëgrale  étant  prise  le  long  d^un  parallélogramme  des 
périodes  2K  et  aK't.  De  cette  formule  on  tire 

(3)  G  =  -V.  -^  ''*^^*'**"  [^  Z(-  -  Ol , 

'  en*/  Lcn*-3  J 

le  résidu  étant  pris  relativement  aux  racines  de  en:;  =  0. 
Il  n^y  a  d^ailleurs  dans  le  parallélogramme  d^ntégration 
qu'une  racine  qui  est  K,  mais  elle  est  quadruple. 

Or,  nous  remarquerons  à  ce  propos  que  si  une  fonction 
uniforme  F(:;),  qui  n'a  de  discontinuités  que  des  pôles, 
admet  le  pôle  a  de  multiplicité  />,  on  a 


A^ A,,^i Ai 

(^  —  a)/*        {  Z--  0L)P-^ 


F(-)  =  .-^^^  -^  rr^-^lTJzi  -^- •  •"-  T-4  -^ ?(^)> 


y (5)  restant  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  dans 
le  voisinage  de  a.  Cette  relation  fait  voir  immédiatement 
que  les  dérivées  successives  de  F(z){z  —  a)/*,  quand  on 
y  fait  5  =  a,  donnent  les  valeurs  des  coefficients  Ay,. 
Ay,_4,  . . . ,  et  qu'on  a  en  particulier  pour  le  résidu  A|  re- 
latif à  ce  pôle 

^'=  1.... .(';.-.)  £^[F(-)(--«)'']-a. 

Dans  le  cas  actuel,  le  résidu  sera 

I    ^  V  /z  —  KY, 


6  dz 


=[(^)'^'^-'>L.- 


Posant,  pour  abréger, =  u,  on  trouve 

^'  r   .-7/         Al         ,d^7.(z-t)      ^du'^  d^Z(z-t) 
^  ^d^u^  dZ{z  —  t)       d>iû^„,  . 

-^^S^ — Tz ^Sz^^^^-'^' 
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et  la  série  de  Taylor  nous  donne  (p.  488),  en  observant 
qu'on  a  ici  A"  =:t  A'  =  —  > 

cnz  =  —  ^(^_K)-H^(s-K)5-f- 

2  8o 

On  déduit  de  là  que,  pour  s  =  K,  m  est  égal  à  — y/a, 
et  que  le  second  membre  de  (4)  se  réduit  à  son  premier 
terme,  qui  a  pour  valeur 

OU 

^^—  * 

la  formule  (3)  devient  alors 

I  ^         2   é/3Z(K  —  /) 


cn^/  3  dt^ 


et  la  constante  G  se  calcule  en  faisant  ^  =  o  par  exemple 
On  aura  par  suite,  au  lieu  des  formules(2), 


1 


^        cent 

v/â  ^,      v/â  diZ(K-~t)  s/% 

co:  =  ^— -  G  <  -}-  -V  - — —, —t- h  const. 

2  3  dt^  2 

On  arriverait  à  une  autre  forme  du  résultat,  et  qui  dis- 
penserait de  recourir  à  l'emploi  de  la  fonction  Z,  en  ap- 
pliquant l'intégration  par  parties  à  l'équation  (i).  On  en 
tire,  en  effet, 

J  J  J  v/c*jK*— 1 

d'où 

3a7  =  y  i/c^v*— I /    ^  '  '^ 

^J  /(c2y2— i)(cïK^-+-  f) 
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Si  Ton  pose  cy  =  u  dans  l'intégrale  du  second  membre, 
on  voit  qu'elle  rentre  dans  la  quatrième  des  formules  (b) 

de  la  page    4^7»  où  Ton  a  fait  k  =  k^=^^l  d'où  résulte 

qu'en  désignant  par  t  une  variable  auxiliaire  défipie  par 
l'équation 

/a  du 


f 


/(a»  — oTn-i**) 


==/, 


on  a  //  =1  cy  =  — ->  le  module  de  la  fonction  elliptique 
étant  é^al  à  —  >  et  aussi 

3t  =^  /c*^*  —  I  —  —  f  -+-  const. 

Il  suit  de  là  que  la  courbe  cherchée  est  représentée  par 
le  système  des  équations 

I 

cy  =  —  > 


7H.  Pour  résoudre  la  question,  on  calculera  les  coor- 
données de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

a?'  -»-  ^'  H-  '1  xy  —  X  — y  ■=  o 

au  moyen  d'un  même  paramètre  t.  A  cet  effet,  par  l'ori- 
gine faisons  passer  la  droite 

les  X  des  points  d'intersection  seront  les  racines  de 

x^{\-\-  )i?)-\-  2jia7*— a:(n-  [x)  =r  o; 
d'où  l'on  tire 

37  =  o 
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et 

X  =   {JL±:v/{A2-i-(l  -h  lJ.)(l-H  {X3) 
OU 

a?  =  fji  ±  /(i*  -h[Jt^—  |Ji*-H[A-+-i=  [JL±:  4  /  — 

et 

J^  =   JJl'  ±  JJl  v/[A*  -+-  (Jl3  _i_  jj,î  _i_   ^  _^  I . 

Appliquons  maintenant  à  la  quantité  sous  le  radical  les 
calculs  qui  permettent  de  ramener  un  polynôme  quel- 
conque du  quatrième  degré  à  la  forme  bicarrée.  Pour 
cela,  il  faut  la  décomposer  en  facteurs  \  en  l'égalant  à 
zéro,  Téquation  obtenue  a  pour  racines 

a,     a',     a^,     a*, 


« 


ou 


a  =  cos  -; — h  i  sin  -^  j 

D  3 


en  sorte  que,  en  appelant  R  le  radical,  on  a 


R  =  /(Ht- 

a)({i  — ai)(îx       a«)(|i       a*); 

posons 

(0 

a^  -^b 

nous  aurons 

I 

R                     ' 

...          .//^..            1            lx\                       />Tf'»i            1            A'    \   M         1 

en  groupant  deux  facteurs  correspondant  à  deux  valeurs 
conjuguées  des  a 

cosw -f- 1  sinto     et     coso)  —  isino), 

on  trouve  pour  produit 

'^'^{a'^-\-  a'* —  2aa'cos(D) 

—  av[a6  -f-  a!b*  —{aU -\-  ba')  cosw]  -^  b^-\-  b'^—  7.bb' cosio. 
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Pour  ramener  le  polynôme  sous  le  radical  à  la  forme  vou- 
lue, il  faudra  poser 

ab  -ha'b' —  (  ab'  -\-  ba'  )  cos  — '  =  o, 
ab  --  ab' —  (ab' -t-  ba')  cos  ^  =  o, 
et,  par  suite,  on  pourra  prendre 

V  —  I 

(  2 )       [X  =  ,  a=^  a'  —  i,  b  =  —  it         b'  =  l'y 

V  -r-  I 

on  aura  alors 


nous  pouvons  écrire 


ou,  en  posant 

(4)  vtanp;—  ^^        tang^  :  tang -^  = -p, 

( 5 )  R  -= -,- ,  cos  p  cos  2j!  v/(T-r^  i«)(i-+->t'*^«) . 

(fCOt-y   -t-lj 

On  rend  R  rationnel  en  prenant  ^=  tnô;  on  a  alors 

-^  f\  Tz         O.TZ   dnO 

R  =  —, cos  —  cos  -r 

ou  enfin 


tnO  cot- 


4C0S-Ï-  cos  — -dn9 
(  snOcot-^: — h  en  6  1 
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y 


par  conséquent,  on  aura 


X 


-r  4  cos  — -  COS  -r- 

5   .        5      5 


tn  0  —  tang  -p-    4  cos  — -  cos  -^  an  6 


•2  7t  /        ^  '211 


tnô  -h  tang  —        /  snô  cot  -^  ~r-  cn6  j 

tnO  —  tang  -y- 

,  y^x ^; 

tn6  —  tang- 

d'ailleurs,  le  module  Âr'  est  égal  à  tang  ^  :  tang-^-  Il  est 

plus  petit  que  l'unité,  et,  par  suite,  k  est  aussi  moindre 
que  l'unité. 

On  pourrait,  en  partant  de  ces  formules,  trouver  l'aire 
d'un  segment  de  la  courbe;  le  calcul  ne  présente  aucune 
difficulté,  surtout  si  l'on  veut  calculer  l'aire  d'un  secteur 
dont  la  différentielle  eslydx  —  xdy\  le  calcul  est  un  peu 
long. 

712.   Considérons  l'équation 

Po-h  Pi  371 -h  "P^Xi-i-.  .  .-h  Y*,tXn=  o, 

dans  laquelle  Pq,  P<,  P2,  .  -.,  P«  désignent  des  fonctions 
des  dérivées  pt,  p^^  .  . . , /?,i  de  la  fonction  inconnue  u  re- 
latives aux  variables  x^,  X2,  .  .  . ,  ^«,  ne  contenant  pas  les 
variables,  ni  ^/^  si  l'on  observe  que 

(i)  du  =  pi  dx\  -f-/?î  dx^-\-. .  .-\- Pndxit, 

on  aura 

d{u  — P\Xx  — . . .  —  Pn^ii)  =  —  (^1  dpi-^  Xi  dp<i-\- . . .  —  Xn  dpff). 

Si  donc  on  pose 

(2)  Ç  =PiXi-{-p^X2~^.  .  .    - pn^ii—  W> 

on  aura 

d\?  =  Xi  dp\  -+-  J?2  dp^i  -T-  .  .  .  -i-  Xfi  dpn 
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et,  par  suite, 

dv  dv 

Opx  dpt 

Téquation  proposée  pourra  alors  s'écrire 

dpi  Opn 

Supposons  que  Ton  considère,  dans  cette  équation,  v 
comme  la  fonction  et/>|,  /?2,  ...  comme  les  variables; 
elle  sera  linéaire,  et  l'on  pourra  l'intégrer.  La  formule  (2) 
donnera  alors 

dv  dv 


U=V  — /?, .  .  .  —pn 


àpx  "^'-dpn 

c'est-à-dire  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
713.  D'après  l'énoncé,  le  système  des  équations 

(0  {    iCî  ^-:  a^i-Si -H  Ûtîj-Zî -h  .  .  .-h  <Ï2rt  ^/n 


donne  celui-ci 

(^)  {  ^2=  «12^1-5- 3ti5irj-4-. . .-+- a^ja:,!, 

•  •  •  •  > 

OÙ  oLpq  est  le  déterminant  mineur  de  D  relatif  à  l'élé- 
ment apçj  le  déterminant  Hol^^  7.22* .  '(^nn  étant  d'ailleurs, 
comme  on  sait,  égal  à  l'unité.  Si  l'on  conçoit  que  dans  u 
les  variables  x  soient  exprimées  en  fonction  des  variables  z, 

on  aura 

du       .  du  du  du 

dz,i 
du 

dZn 


dx,-   àZy"''-" 

"  dz,  "" 

du         du 

du 
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On  lire  de  là 


^1  ÏÏIT  ~*~  ^ï  XI"  -1-  •  •  .  -I-  A«  -r— -  —   ^1  -r--  -+-  Aj  j—  H-  ...-.-  ^,t  -7--  9 


en  posant 

(3)  Zp=  Xjaip-f-  X2a2p  +  . . .  -+-  Xn^np  =^.  X/^a/fy;. 


/*  =  /! 


A  =  i 


Pour  démontrer  l'égalité  (A),  différentions  l'équa- 
tion (3)  par  rapport  à  Zp  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (i),  il  viendra 

Si  l'on  fait  successivement  dans  cette  équation 

et  qu'on  ajoute  les  résultats  membre  à  membre,  en  obser- 
vant que  l'expression 

est  nulle  pour  A*  différent  de  li  et  égale  à  D  pour  k  =  A, 
on  trouve  la  relation  (A). 

Si,  au  lieu  de  différentier  l'équation  (3)  par  rapport  à 
Zp^  on  la  différenlie  par  rapport  à  l'une  des  variables  x^ 
Xq  par  exemple,  on  arrive  à  un  résultat  digne  de  remarque. 
On  trouve  en  effet  ainsi,  en  ayant  égard  aux  relations  (2), 

que  la  dérivée  -p^  se  présente  sous  les  deux  formes 


(4) 


(5) 


àl^p        àTup             dTtp 

•+  ôz„  ='"« 

dXq          dXg     "*         àZç  "* 

5io 


APPENDICE. 


Or,  SI  l^on  donne  k  p  et  k  q  toutes  les  valeurs  entières 
de  1  à  /i,  on  pourra  former  le  déterminant 


2 


m^immmm  ■      •      •      •     ■■      -  ■      ■   ■  ' 

ÔXi    dXf  àXn 


et  Tëquation  (4)   montre  qu'il    est  égal   au    produit  de 
tion  (5)  prouvant  aussi  qu'il  est  égal  à 


2 


dXx  dXn        àXn 

— ^       -^—    •    a     •    ^—— 

ùx\   àxx        <ioCn 


=  B 


multiplié  par  la  même  quantité,  il  en  résulte  A  =  B. 
Si  Ton  applique  ce  résultat  à  l'expression 


qui,  par  le  changement  de  variable,  devient 


.„  du        ,„  du 

on  voit  que  l'on  aura,  quel  que  soit  5, 


dXx 
s 

OXx 

dXi 
àXi 

dX, 

âXn 

dit 
âzi 

dZi 

àZn 

àXn 

dxi 

•   ■   •              • 

âXi 

C^X,; 

âXn 

—  S 

dzi 

•    •    •               •    •    # 

àZn 

àZn 

les  coefficients  des  diverses  puissances  de  s  seront  égaux, 
et  l'on  aura  en  particulier,  comme  tout  à  l'heure, 


dXi       âXi 

dX„        d'Lx        ^Zj 

àZn 

dx\        dxi 

àXfi        dz\        àz^ 

àZn 

714.  L'équation  proposée  renfermant  plus  de  deux  va- 
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riables  indépendantes,  la  règle  de  la  page  872  ne  lui  est  pas 
applicable.  Aussi  croyons-nous  utile,  à  cette  occasion, 
d'indiquer  une  marche  à  suivre  quand  il  s'agit  d'intégrer 
des  équations  de  la  forme 

(1)  F(3,  Xi,  Xi,  .  .  .,  X„\  Pl,p2^   .  .  .,  Pn)=  O, 

« 

où  z  est  une  fonction  de  n  variables  indépendantes  x^, 

x-ii  . . . ,  a:,,  et  où  l'on  a  /?a  =  -, —  >  h  recevant  toutes  les 
valeurs  entières  de  \  k  n. 

Dans  le  cas  général,  une  fonction  z  Ae  x^^  x^j  . . . ,  Xn 
qui  satisfait  à  (1)  et  qui  se  réduit  à  une  fonction  arbi- 
traire î^  de  ^4,  x^t  .  .  • ,  Xn~\  quand  on  y  donne  à  x^  une 
valeur  déterminée  ç«  choisie  à  volonté  est  dite  V intégrale 
générale  de  (i). 

Une  intégrale  complète  de  (i)  est  toute  équation  entre 
z  et  les  Xh  qui  satisfait  à  (i)  et  renferme  n  constantes  arbi- 
traires. 

Soit 

(2)  f{z,  xi,  372,  .  ..,ir,„  ai,  «2,  .. .,  a„)  =  o, 

une  telle  équation;  on  peut  concevoir  qu'on  en  déduise 
une  solution  de  (i)  renfermant  une  fonction  arbitraire  de 
n  —  I  variables  et  qui  coïncide  généralement  avec  l'inté- 
grale générale.  Pour  cela,  on  y  considère  les  arbitraires 
comme  des  variables  et  en  y  supposant  a,i  remplacée  par  v 

la  valeur 

(3)  «,t-— cp(ai,  «î,  . ..,  «rt-i), 

où  o  désigne  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit  les 
équations 

(4)  T^   =0,  T^=0,  •••>  J-^^    =0- 

^  oai  oax  oan-i 

L'intégrale    générale    s'obtiendrait    en    éliminant    a^, 
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^2,  . . .,  a,j_i  entre  les  équations  (a)  et  (4),  mais  relirai- 
nation  n^est  pas  possible,  à  cause  de  la  fonction  arbitraire  (p 
qui  entre  dans  (2)  et  dont  les  dérivées  partielles  figurent 
dans  (4).  On  conserve  alors  le  système  des  équations  (2)  et 
(4)  qui  définit  l'intégrale  générale  d'une  manière  suffisante. 

La  condition  imposée  à  l'intégrale  générale  z  de  se  ré- 
duire à  une  fonction  arbitraire  Ç  =  8(:c<,j:2?  •••>^«-i) 
quand  on  donne  à  x,i  la  valeur  déterminée  quelconque  Ç,i 
entraîne  des  conséquences  dont  il  faut  tenir  compte. 

Si  l'on  pose,  en  effet, 

ci^  =  TSi  dxi  -f-  Wi  dxi  -r . . . 4-  W7»— 1  dXfi~\y 

on  devra  avoir,  pour  j:„.=  Ç«,  non  seulement  -5=  î^,  mais 
encore 

Outre  les  intégrales  complètes  et  l'intégrale  générale, 
l'équation  (i)  peut  encore  admettre  une  solution  dite  in- 
tégrale singulière  qu'on  obtient  en  éliminant  les  con- 
stantes arbitraires  entre  l'équation  (2)  et  les  équations 

ÉL=  ^  =  -^  = 

âai         '  dai         '         *  '  *  '  dan  ~~ 

La  recherche  des  solutions  de  l'équation  (i)  revient 
donc,  en  définitive,  à  celle  d'une  intégrale  complète. 

Ce  dernier  problème  est  ramené  lui-même  à  l'intégra- 
tion d'un  système  d'équations  simultanées 

dxi        dxf  dx,i  dz 


(5) 


où  l'on  a 


P2       '**       P«        Pi/?i-Ht'î/?î-t-...4-P«A?rt 

--      ~~^P^     __     —dp^     _       _      —  dpn 


h  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  i  k  n. 
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Il  importe  de  remarquer  que  Téquation  (i)  peut  tenir 
lieu  de  l'une  des  équations  de  la  formule  (5). 

Supposons  ces  équations  (5)  intégrées  et  que  l'on  ait 
déterminé  les  constantes  arbitraires  de  manière  qu'on  ait, 
pour  Xn  =  $/i, 

et  soient  alors 


(6) 


les  intégrales   résolues  par  rapport  à  z^  Xt,   ...,  a:,i_i, 

L'intégrale  générale  de  (i)  sera  le  résultat  de  l'élimina- 
tion de  Ç,  il,  . . . ,  $/,_!,  TH,  .  .  . ,  TU/i,  entre  les  n  équations 
(6)  et  les  /i  4-  I  équations 

mais  l'élimination  ne  sera  possible,  en  général,  que  quand 
on  aura  fixé  la  fonction  arbitraire  6.  (  Voir,  pour  la 
théorie,  le  Calcul  intégral  de  M.  Serret,  d'où  ce  qui 
précède  est  un  extrait  à  peu  près  textuel.) 

Revenons  maintenant  à  l'équation  proposée. 

Pour  intégrer  cette  équation,  qui  peut  être  considérée 
comme  la  généralisation  de  celle  de  Clairaut,  il  n'y  a 
pas  besoin  de  recourir  aux  méthodes  générales;  posant 
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Oz  à  S  II      1      • 

- —  =Pi,  T—  --/>îi  . . .,  elle  devient 

et 

f/i,  ei2,  • .  .y  ^/i  désignant  des  constantes,  en  est  une  inté- 
grale complète.  L'intégrale  générale  s^obtiendra  en  posant 
nfi=  ^(^aiy  a2,  •  >  «^  cin-t)  et  en  éliminant  ûE|,  af,  . . .,  a„_i 
entre  l'équation  (i)  et  ses  dérivées  relatives  à  ai,  a^^  . . ., 
r/,i.i  ;  indépendamment  de  l'intégrale  générale,  il  existera 
encore  des  intégrales  singulières  que  l'on  obtiendra  par 
les  procédés  connus. 

715.  Pour  intégrer  cette  équation,  posons  pjt  =  t — ,  elle 
deviendra 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  formera  les  équations 
/  __  dpi  dpf    _ 


Xip\  x^pl 


dx\  dxf  dz 


p^x\       ptx\  />îa?î-i-...-H^Ja?J 

Ces  équations,  auxquelles  on  doit  adjoindre  (i),  sont  sur- 
abondantes. Intégrons-les  en  prenant/?  i=tîJ|,/?2t=:  nrj,  . ..; 
^r^  =  Çi,  j:2=  ?25  •  •  •;  -  =  Ç  pour  Xn=^\n^  on  trouve 


Pi  dxi  -h  Xi  dpx  =  o, 
d'où  Ton  tire 


•  •  •  > 


PiXi    =T!Ti$i, 
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on  a  ensuite 


dz=  ' 


ce  qui  donne 
(4) 


dxi  dxi 


I  rrj 


et  à  ces  formules  (3)  et  (4  )  il  faut  joindre 

qui  servira  à  définir  Wn  et  à  Téliminer.  Cela  posé,  pour  avoir 
rintégrale  générale  de  (i),  ou  la  valeur  de  z  qui  se  réduit 
à  la  fonction  arbitraire  0(:ri, ^2>  --  ->  ^/j~< )  pour  Xn=  $«, 
on  éliminera Ies/>,  les  w,  les  Ç  et  Ç  entre  (i),  (3),  (4),  (  5)  et 


(6) 


C  =  ^(?l>   •.•»$«-!), 
^ 


db 


Wi  = 


àl 


^n-\  = 


àin-i 


On  peut  aussi  obtenir  une  intégrale  complète  en  élimi- 
nant les/?  et  les  xs  entre  (i),  (3),  (4),  (5),  ce  qui  donne 


Xt 


Xt 


(;5-!;)«  =  log*:p--Hlog>9i+...^-log«^, 

et  en  déduire  toutes  les  autres  intégrales. 

716.  Soit  z  une  fonction  de  :ri,  ^2?  •  •  •)  ^n;  si  Ton  pose 

dz 
^ —  =Phi  la  condition  pour  que  le  hessien  (p.  gS)  de  z  soit 

nul  s'exprime  par  Téquation 


âpi 
àxi 

àpi 
dxi 

àpi 

àXn 

àpt 
dxi 

àpt 
âxi 

àpt 
àXn 

àpn 

dxx 

• .  •       • 

àpa 

âxt 

•    •               •   •   • 

àpn 
àXn 

=  o; 
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le  jacobien  (p.  98)  des  fonctions  />|,  /?29  -  -i  Pn  est  donc 
nul  et  il  existe  entre  elles  une  relation 

<i)  ^(puPu  .'  •»/?«)  =  0» 

F  désignant  une  fonction  déterminée.  Pour  intégrer  cette 
équation  du  premier  ordre,  il  faudra  (n°  714)  former  les 
équations  ordinaires 


'  dpx        dp%  —  dz 


dpi  ^     ôpn 

Si  l'on  désigne  alors  par  Ç|,  £25  •••^  ^m  ^2?  •••?  ^  les 
valeurs  de  x<,  X2t  ...»  P\y  p-it  •  •  -,  ^  pour  Xn=^  Ç^j,  on 
aura  les  intégrales 

(3)  /?i=wi>        Pi=^ii        .-., 

(4) 


()¥  ()¥  d¥  d¥ 


ir  î 


"ZZ"  TZ"  ^1311 H  .  .  . -r- Wrt -r— - 

avec  la  condition 

(5)  F(wij  ^2»  • .  •?  W/t)  =  o. 

Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  (i),  on  désignera  par 
Q(.ri,  ^2)  •  •  •?  ^n-i)  une  fonction  arbitraire  de  0:4,  ^2?  -.  -«» 
^/i-o  et  on  éliminera  les />,  les  m,  les  S  et  tj  entre  (3), 
(4),(5),(i)et 


Wl  =     -Tf-  9  •  .  .  ,  'î^»— 1  = 


o^r        •••'        "-«-•     c^U-1 

On  peut  donc  dire  que  (4)  et  (5)  donnent  la  réponse  à  la 
question,  si  Ton  suppose  que,  dans  ces  formules,  Wn  est 
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donné  par  (5)  et  que  Ç,   nj|,  Wg,  •••y  représentent  une 
fonction  arbitraire  de  Ç|,  . . .,  $,j_|  et  ses  dérivées. 

Autrement,  considérons  la  fonction 

«1,  «2)  "-f  ctn  désignant  des  constantes  liées  entre  elles 

par  la  relation 

F(ai,  ai,  . . .,  an)  =  o, 

et   a„^i   une  fonction  arbitraire   ç(^i,  «21  •  •  •»  <^/i-0*    H 
est  clair  que  l'on  aura 

dz  dz 


=  «1>  TT    =  ^ïi 


et  que  a^^i  +  a2â?2  +  . . .+  ««^w-h  â5„+i  est  une  intégrale 
complète  de  (i)  :  donc  l'intégrale  générale  de  (i)  s'obtien- 
dra en  éliminant  a^,  a2y  .  • .  entre  les  équations 

^  =  ai^rjH-  a%Xi-k- . .  .-h  afiXfi-h  ^{ai,  a^,  . . .,  a/^-i), 

(^9  ^F      d¥ 

<;ai  oa\     dan 

do  dF      dF 

aaj  aai    oa,i 


F(a],  «v ,  . . . ,  a/i)  =  o. 
717,  Pour  intégrer  cette  équation,  nous  poserons 

àf  àf  àf 

()iP       ^*  dy       ^'  dz  ' 

elle  deviendra  alors 

(i)  /?2-Hçr2-hr«-/=o; 

nous  formerons  ensuite  les  équations  différentielles  ordi- 
naires 

dp    _^   dq    _    dr 

—  P       —  ^        —  '^ 
'  _  —  dx       —  dy  _  — dz  _  —  df 


ip  'iq  ir  2p^-\-2q^-hiÀr^ 
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auxquelles  nous  adjoindrons  (i);  leurs  intégrales  sont,  en 
appelant  x©,  j^o>  ^oy  />0)  Çot  ^Oi/o  les  valeurs  initiales  des 
variables, 

Po        Ço        ^0 

Nous  obtiendrons  une  intégrale  complète  en  éliminant  p, 
Ci  ^f  Poj  Çoj  ''o«  Cette  intégrale  est 

(3)        4(v7-v/7î)'  =  (^-^o)*H-(7-ro)»H-(^~^o)». 

Pour  obtenir  Tintégrale  générale,  on  pose,  m  désignant 
une  fonction  arbitraire, 

(4)  /o  =  w(j7o,^o, -so); 

on  élimine  ensuite  ^Tq,  j^o?  ^o  entre  (3),  (4)  et  les  équations 

*5ii=^-^'"     ''dp,=y-y"     ^à^,^'-"» 

où  y  pour  abréger,  on  a  fait 

que  l'on  peut  écrire 

x  —  xq  _  y—ya  __  -g  — ^0 


/àTS\  /j^\  /<^\ 

\dFo/         \àyo/         \àzo/ 


Je  suppose  que  l'on  égale  /  à  une  constante  a;  on  ob- 
tiendra une  surface  qui  sera  une  enveloppe  de  sphère  de 
rayon  constant  et  dont  le  centre  sera  assujetti  à  décrire 
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une  surface  ny(^O)  JKoî  ^o)  =  o.  La  surface/=  a  sera  donc 
l'équation  d'une  surface  parallèle  à  ro  =  o. 

718.  Pour  intégrer  les  équations 

dx  r=z  X  du-\-  y  dVf 
dy  =  y  du  ~t-  x  dç, 

qui  satisfont  d'ailleurs  à  la  condition  d'intégrabilité  com- 
plète, on  intégrera  d'abord 

dx  ^  dy  _ 

et  Ton  aura 

# 

X  —  Xoe'*-'*Oj        y  zzzy^e'^-^»; 
puis  on  déterminera  Xq  et  J'o  au  moyen  des  formules 

dxo  =  yo  dv,        dyo  =  Xodv, 
d'où  l'on  tire 

Xq  =  ae^-\-  be-",        y^  =  ae^ —  be-^, 
a  et  b  désignant  deux  constantes  arbitraires.  On  en  conclut 

y  =2  e«-"o(ae*'-    be-*'). 

719.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  proposée 
est  intégrable.  Pour  l'intégrer,  on  fera  dz  =  o,  et  l'on  aura 

iy^-hyz)dx  -\-  {x^-{-  xz)dy  =  o, 

que  l'on  peut  écrire 

dx  dv 

x'^'\-xz      y^-\-yz        ' 

l'intégration  donne 

,  X      x^-\-  z       ,         y      yo-h  z 

^x-^z      Xo  ^y-\-z      yo 
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OU  bien 

(i)  , =  , 1 

•^0  cl^'o  désignant  les  valeurs  initiales  de  x  et  j^. 
Pour  déterminer  x^^  on  a  ensuite 

Kyl  ^-ro'S)  ^^0—  a^oj^o  dz  —  o 


ou 


(7o  -^  z^  dx^  —  Xodz  =  o, 


d'où  l'on  tire 


<ît,  par  suite, 


^0    _,.^70-+--5 


log  —  =  lo 


or 


^00  ^^0-^-^0 


Xo  =  Xqo 


y 


cette  valeur  de  Xq  portée  dans  (i)  conduit  à  la  relation 

^y       _         a^oo 

x-^y-^z  ~  Xoo-hyo-^  Zo^ 
intégrale  de  l'équation  proposée. 

720.  L'équation 

(z^ — yx)  dx  -V  (jr2 — zy)dy  -\-{y^  ~  xz)  dz  =  o 

présente  des  difficultés  quand  on  veut  lui  appliquer  la 
méthode  générale;  mais,  si  l'on  observe  qu'on  a  identique- 
ment 

Xar-H  Yy  -h  Zz  =  o, 

on  en  déduit  la  double  égalité 

y  dz  —  z  dy       z  dx  —  x  dz       x  dy  — y  dx 


(■^) 


z*  —  xy  x^  —  yz  y*  —  xz 


et  l'on  voit  que,  en  prenant  pour  variables  les  rapports  de 
deux  quelconques  des  quantités  x^  y^  z  k  la  troisième,  on 
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est  ramené  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  à 
deux  variables.  Posant  donc  -  =  w,  ^  =  ç;,  et  faisant  en- 

suite  -T-  =/?,  on  trouve  1  équation 

(m^ —  V)p  -r-  (l  —  UV)  =  O. 

En  la  différentiant,  on  en  tire  celle-ci 

dp     __     du 
p^  -h  I        m'*  —  i 

dont  l'intégrale  peut  s'écrire 

(3)    (p  -4-  i)  (p  -h  %)^{p  -h  «')«'  =  G(  a  —  i)  ( M  —  «)«( u  —  a')«', 

a  et  a'  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 

X  œ 

Comme  on  a  d'ailleurs  p  •= —  ^r»  ii=z  -y  en  substituant 

^  Y  z 

ces  valeurs  dans  (3)  et  supprimant  les  facteurs  communs, 
on  obtient  pour  l'intégrale  cherchée, 

(x  -h y  -h  z)(x  -h  ts! y  +  olz)"^(x  -i-  ay  -h  a'z)^'  =  G. 

On  en  pourrait  chasser  les  imaginaires,  mais  le  calcul  est 
sans  difficulté  et  sans  intérêt. 

Revenant  à  la  relation  (2),  on  reconnaît  facilement  que 
la  valeur  commune  des  rapports  qu'elle  contient  est  égale  à 

X  dy  -^Y  dz  -^Z  dx 

y^z-^-Yx-r-Zy     ' 

comme  on  sait  d'ailleurs  que  la  différentielle  à  deux  va- 
riables Mrf^-hNrfr  admet  r^. ^tt—  pour  facteur  inté- 

<  M  ar  -f-  ^y  ^ 

grant,  l'analogie  porte  à  examiner  si  l'expression 

T 
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ne  jouirait  pas  de  la  même  propriété  à  l^égard  de 

\  dy -h  \  dz -¥■  Z  dx. 

Pour  simplifier  le  calcul,  posons 

X  s  -H  Y  a:  -f-  ty  =  ar'  -t-  ^'  -}   -s'  —  '^xyz  =  <p  ; 

d^où  résulte 

ùx  ày  àz 

et  Ton  trouve  que  les  conditions  d^intégrabilité  reviennent 
ici  à  l'existence  des  équations 

Y«— ZX       Z«— XY       X»-   YZ 

(4)  o= = = , 

'  X  y  z 

dont  la  vérification  est  immédiate. 

On  constate  que  c'est  aux  mêmes  équations  (4)  que  doil 

satisfaire  -  pour  être  un  facteur  intégrant  du   premier 

membre  de  Téquation  (i),  et  il  Test  évidemment  aussi  de 

la  différentielle 

\dz  -\-\  dx  -^Zdy  =  df. 

On  peut  noter  Tidentité  suivante 

X»-4-  Y3-t   Z3—  3XYZ  =  (a7'-i-^3-4-z5—  Sxyz)^, 

conséquence  immédiate  des  relations  (4). 

L'existence  d'un  facteur  intégrant  commun  aux  trois 
différentielles  considérées  se  rattache  aux  propriétés  des 
fonctions  de  la  forme 

f(x-\-  oiy-i-oL'z)  =  P  -+-Qa-+-  Ra', 

qui  sont  elles-mêmes  un  cas  très  particulier  d'une  théorie 
générale  exposée  dans  un  intéressant  Mémoire  de  M.  Lau- 
rent Sur  les  Équivalences  algébriques  et  V Elimina- 
tion. {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  septembre 
et  octobre  i886.) 
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721.  La  composition  de  D  conduit  à  introduire  ici  deux 
expressions  de  la  forme  Xcp  4-  [juj;,  X'cp  4-  (ji'ij;,  et  l'on  con- 
çoit qu'en  prenant  pour  X,  jjl,  a',  [x'  des  fonctions  entières 
convenables,  on  puisse  égaler  ces  expressions  à  d'autres 
fonctions  entières  données  quelconques.  En  conséquence, 
nous  poserons 

\  \  x>  +  îx'4  ==  s, 

et  il  importe  de  remarquer  que  le  déterminant 

A=:   X[Jl'—  {JlV 

est  nul  pour  les  systèmes  de  valeurs  de  ^et^  qui  annulent 
R  et  S  sans  annuler  à  la  fois  <p  et  i(.  Or,  si  l'on  différentie 
(2),  on  a 

.   <?cp  à^  à\        ,  du.      _, 

àx       ^  àx        ^  àx       ^  àx 

^  'd<p  à^    ^        à\        \  ^V-  ^ 

~dy  ày~^^  dy  ày  ~~    ' 


OU,  en  supposant  que  x  e,\,y  soient  solutions  de  (i), 
^Tx-^^-ài-^^        ^Tx'^^  Tx-""' 

d'où  l'on  tire,  pour  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  (i), 
(3)  R'S'=DA; 

or,  si  l'on  développe  ^  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  x^  on  sait  que  le  coefficient  de  -  dans  le  résultat 
est  ^  y^,    ^   >  Xp  désignant  une  racine  de  R(a:)  =  o  ;  donc 
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le  coefficient  de  —  dans  le  développement  de  ^,     ',    .  sera 

2 l7u^^( 37) '  -^^  désignant  une  racine  de  S{y)  =  o. 
11  en  résulte  que  y  ^(^p>ry)F(^/>>ry)  ^^^^  {^  coefficient 

de  —  dans 

^■♦^  Kix)S(jr)      ' 

mais  A(:rp,  ^^)  est  nul,  excepté  pour /?=:  ^,  d'après  ce 
que  nous  avons  vu  ;  donc  la  fonction  symétrique 


2 


est  le  coefficient  de  —  dans  le  développement  de  l'expres- 
sion (4);  en  vertu  de  (3)  cette  fonction  symétrique  est 
égale  à 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Supposons  çp  de  degré  /w,  <j;  de  degré  /i,  le  plus  petit 
de  ces  nombres  n'étant  pas  inférieur  à  3,  les  degrés 
de  X,  [JL,  V,  [jl'  seront  mn  —  m,  mn  —  /i,  mn  —  m, 
mn — /i,  le  degré  de  A  sera  imn  —  m  —  /?,  celui  de 
D,  m  -\~  n  —  2.  Si  donc  le  degré  de  F  est  au  plus 
m  -\-  n  —  3,  c'est-à-dire  si  F  est  de  degré  moindre  que  D, 
le  numérateur  de  la  fraction  (4)  sera  de  degré 

m  -\-  n  —  3  H-  2  mn  —  m  —  n 

ou  ^mn  —  3,  le  dénominateur  de  degré  imn  et  le  coeffi- 
cient de  —  sera  nul  dans  le  développement  de  (4);  donc, 


SOLUTIONS.  520 


Si  F  est  de  degré  inférieur  à  D  /a  fonction  symétrique 

des  solutions  de  ^{oc^y)  =  o,  <j>(^,^)  =  o  sera  nulle. 

Si  le  plus  petit  des  nombres  m  et  n  était  inférieur  à  3, 
les  relations  (2)  pourraient  n'être  satisfaites  qu'en  donnant 
aux  multiplicateurs  des  degrés  supérieurs  à  mn  —  m  et 
mn  —  /i,  mais  la  conséquence  précédente  n'en  subsisterait 
pas  moins. 

722.   Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

'?«=d5'        f*=ôî^'        '^'='ài'        ^'^ip' 

et  qu'on  différentie  les  équations  proposées  en  désignant 
par  8^  la  différentielle  de  ^  prise  par  rapport  à  ses  coeffi- 
cients sans  faire  varier  x  et  y,  on  voit  que  les  points  Xp, 
yp  satisfont  aux  formules 

ÇiC?a?-f-  ^idy  =  o, 

^^i  dx  -T-  ^i  dy  H-  84»  =  o, 

d'où,  en  éliminant  dy^ 

et,  par  suite, 

F(x,y)dx  _    ^^F(3r,y) 

Si  dans  cette  formule  on  fait  ^  =  ^<,  Xa,  ...  et  si  l'on 
ajoute  les  résultats  en  supposant  F  de  degré  m —  3,  on 
aura,  en  vertu  du  théorème  du  numéro  précédent, 

^    ^ii^P^yp) 

L'idée  première  de  ce  théorème  est  due  à  Abel,  la  démon- 
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stration  précédente  est  de  Clebsch.  Cauchy  et  d'autres 
géomètres  ont  donné  des  formes  un  peu  différentes  au 
théorème  d^Abel (Comptes  rendus,  mai  i84i)- 

723.  Coupons  la  courbe 

(I»  j^«=(i   -a7«)(i  — Xr'ar*) 

par  la  parabole 

^  =  1  -4-  pa-  -f-aar* 

qui  la  rencontre  en  trois  points  variables  avec  a  et  ^  dont 
nous  appellerons  les  coordonnées  (^i,^i  )(:»,,  j^2)>(«2?3>^3) 
et  au  point  fixe  x  =  o^  y  =  \.  La  fonction  cp  du  numéro 
précédent  étant  ici^*— (i  — j:2)(i  — Ar^o;*),  on  a*cp2=2^, 
et  le  théorème  d'Abel  donnera 

dxt        dxm       dx^ 

y\       r*       ^3 


ou 


dx\  dxf 


dxs  

v/(i-ari)(i-A:,a7Î)  """*' 

or  Xij  x^^  X9  sont  les  racines  de  l'équation 

(i  —  ar«)  (i  —  k^x^)  =  (i  -h  Par  -h  olx^)*, 

dont  on  a  supprimé  la  racine  ^r  =  o,  soit 
On  en  conclut 


aaS 

'.      •■    - 

2p 

et  par  suite 

(3} 

a?i  -+-  iPt  -4-  a?a 

a  = • 

Xi  Xi  Xi 
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On  a,  d'autre  part, 

^1=  i-^^Xi-\-(xx\,        yi=i  ^-?ri  -oLxl, 
d'où  l'on  tire 

et,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (3), 


/»•*    ___   O™* 

(  4  )  a?.,  = 

Celte  formule  est  une  conséquence  de  (2);  or,  si  Ton  pose 
x^  =  sna,  X2=  snh,  ^3=  snc,  (2)  devient 

da -h  db  -i-  de  =  o 
ou 

(5)  a-f-  6  =  G  —  c, 

C  désignant  une  constante.  Mais  (4)  donne 

sn*a  —  sn'6 

snc  =    T ; j-ry 

sn  0  sn  a  —  sna  sn  6 

et  snc  s'annulanl  pour  a  = —  bjC  s'annule  aussi,  et  l'on  a 
C  =  o  et  c  =  —  (a  -f-  6)  ;  de  là  résulte  la  relation 

,  ,.  sn*6  —  sn*a 

sn(a-hb)=  —T — ; TT» 

^  sa6sna  —  snasno 

et  l'on  retrouve  la  formule  connue  en  multipliant  le  se- 
cond membre  haut  et  bas  par  sn6sn'a-|- snasn'è  et  ob- 
servant que  sn'a.=  cnadna. 

724.  Pour  trouver  l'aire  d'une  courbe  du  troisième  de- 
gré, nous  montrerons  d'abord  que  les  coordonnées  a:,y 
d'un  point  quelconque  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des 
transcendantes  elliptiques..  A  cet  effet,  plaçons  l'origine 
des  coordonnées  sur  la  courbe  ;  son  équation  prendra  la 
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forme 

?39  ?2)  ?i  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
3,  a,  I,  en  sorte  que,  si  l'on  pose 

Téquation  précédente  pourra  s'écrire 

^3î  'l'a)  ^1  désignant  des  polynômes  entiers  en  t  de  degrés 
3,  2,  i;  on  en  conclura 

j-  _ . . 

Ainsi  on  peut  exprimer  x  rationnellement  en  fonction  de  / 

et  d'un  radical  ^/T,  où  T  est  du  quatrième   degré   en  f, 
par  suite  y  •=^  tx  est  de  la  même  forme. 

Pour  introduire  les  fonctions  elliptiques  dans  l'expres- 
sion de  X  et  dej>^,  nous  poserons 

puis  nous  ferons  la  substitution 


A  5-r    {X 


S  désignant  une  nouvelle  variable  et  \^  jx,  V,  [jl'  des  con- 
stantes; ^}/j,  'ii,  tp3  se  changeront  en  des  fonctions  ration- 
nelles de  5,  et  l'on  aura 


at^ '\- ht^ -^  ct^ -^  dt -\-  e 
I 


(A'5  4-  |i')*  ^  ^' 

A,  B,C,D,E  désignant  de  nouvelles  constantes;  on  sait  que 
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l'on  peut  choisir  "k,  [x,  V,  [jl'  de  manière  à  faire  évanouir 
B  et  D,  en  sorte  que  Ton  pourra  poser 

/(s)  et  g{s)  étant  des  fonctions  rationnelles  et  />,  q  des 
constantes,  y  sera  de  la  même  forme  et  contiendra  le 
même  radical;  il  ne  diffère  de  x  que  par  un  facteur  ra- 
tionnel. En  posant  alors,  suivant  les  cas,  ps  ou  qs  égal  à 

lune  des  lonctions  sn^^,  cnw,  an  11,  tnw,  3—   t  3 —  ou  a 

'  '  ^  dnu    dnu 

leurs  inverses  (p.  4^7) >  on  aura  x  et  y  sous  forme  ration- 
nelle en  snz/,  cnw,  dnw. 

La  différentielle  j^rf^c  de  l'aire  de  la  courbe  pourra  donc 
s'intégrer  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

725.  L'hyperboloïde  à  une  nappe 

xi         yi  z^ 

a*        b^        c*  ~ 
peut  être  représenté  par  l'ensemble  des  deux  équations 


(0 


ou  encore 


(•^) 


—  =  coscp  —  -  sincp, 
a  ^        c        ^ 

y  z 

f-  =  sinçp  -\ —  coso, 


-  =  coso»  H —  sind;, 
a  ^       c        ^ 


y  z 

■^  —  sind; cosd^. 

b  ^        c         ^ 


Ces  équations  (1)  et  (2),  qui  n'en  forment  en  réalité  que 
trois  distinctes,  représentent  des  génératrices  passant  l'une 
au  points  =  a  coscp,  y  =  b  sincp,  2  =  0,  et  l'autre  au  point 
x==  acos^j  y  =  6sin^,   ^  =  0;   elles  sont  d'ailleurs  de 

Fbenkt.  —  RecueU.  ol\ 


.VW»  \PPKADICK. 

s\  Sternes  diirérenl  S.  Parleur  rencontre  elles  déterminent 
un  point  (.r,  v,  z)  dont  les  coordonnées  s'expriment  en  (p 
et  'i»  par  les  formules 

.    ,  ,  cos  • ^ 

sm  (9  -f-  iL  )  9, 

j™  —      a  -.  - -'-     -.-  T  —  a :  , 

sin(?  •+-  sinu;  ©  -  -  <L 

^  cos  -i- 

.    cp  -^  «L 
J5in  -* 

r  -^     h      -   • ^  ■  ^     />» , 

cos©  -i-  cosd»  c?  —  V 

^  cos  -î 

>. 

.   o  —  <!> 
.     ,  sin  '  — 

SI  no  —  siii'i^  9. 

COSlL  -r  coso                          ©  —  <!; 
^  *  cos-^ î 

Or,  si  l'on  observe  que  Ton  doit  avoir,  en  appelant  s  l'arc 
de  courbe  tracé  sur  rhvperboloïde, 

as    ,  .     f)s    ., 

OU 

cette  équation  représentera,  à  l'aide  des  coordonnées  es,  A, 
l'équation  des  lignes  de  courbure;  en  remplaçant  dans 
cette  équation  les  dérivées  partielles  par  leurs  valeurs,  on 
trouve 

±:  /i  —  /r^sin^i};  t/cp  =  }J \  —  Ar^sin^rp  ^4^^ 
formule  où 

L'équation  des  lignes  de  courl^ure  est  donc  l'équation 
d'Euler,  ou  sous  forme  finie 

cosfjL  =  coscp  cos4>  -—  sincp  ?>\w^  /i  —  X'^sin^  jjl. 
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En  remplaçant  dans  cette  équation  sincp,  cos'^,  sinJ/,  cos'| 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  on  trouve,  pour 
la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy^ 


^^^jcos,=_(...-/,j.-(.-^-j/r-T 


?  «in2 


Sin^jX. 


Au  fond,  comme  on  connaît  les  équations  des  lignes  de 
courbure  des  quadriques,  l'anal^'se  (|ue  nous  venons  de 
développer  est  une  nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'é- 
quation d'Euler. 
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